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En este proyecto se va a llevar a cabo el estudio teórico y simulado de recipientes de paredes 
gruesas sometidos a presión interna, con objetivo docente y ha sido guiado por el  
departamento de elasticidad y resistencia de materiales. 
Podemos decir que el proyecto se divide en  tres partes. 
Primera: Para comenzar por lo más simple y abordar los conceptos básicos, los ejercicios 
propuestos,  se van a resolver en un plano de dos dimensiones. 
El primer ejercicio propuesto es el de un cilindro de pared gruesa y se particularizará en otro 
de pared delgada.  
Después vamos a complicar un poco el caso y vamos a plantear el problema como si la pared 
del recipiente la formaran dos materiales diferentes, es decir como si hubiera un cili ndro 
dentro de otro. 
Segunda: En la segunda parte del proyecto se van a analizar los recipientes en su forma más 
habitual, las tres dimensiones. 
Se comenzará por abordar el cilindro anterior, para seguir con el ejemplo, pero en las tres 
dimensiones y veremos las diferencias con el anterior. 
Después estudiaremos cómo se desarrollan las tensiones si el recipiente no es un cilindro, 
sino que es una esfera, así escogemos un caso de diferente forma. 
Tercera: En la última parte del proyecto, se estudia qué es lo que sucede si la presión ejercida 
en el interior, se lleva al extremo de que el recipiente se deforma de manera irreversible, 
superando el límite elástico del material y entrando en zona plástica. 
Todos los casos anteriores, se van a resolver de tres maneras diferentes.  
La primera manera va a ser llevada a cabo con un cálculo teórico mediante ecuaciones. 
La segunda manera va a ser con el paquete de software de análisis y resolución por elementos 
finitos, ANSYS Multiphisics Mechanical APDL, apropiado para trabajar en diseños con 
simetrías axiales. 
La tercera manera va a ser con otro software de la misma casa que el anterior, utilizado en 
simulación ingenieril. ANSYS Workbench tiene una interfaz gráfica mejor y está más orientado 
a trabajar con objetos en tres dimensiones.  
Posteriormente, y mediante el cálculo teórico, se comprobará que la simulación ha sido 
correcta. 
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INTRODUCCIÓN 
Es común encontrar en la industria, calderas, silos o recipientes que almacenan productos en 
forma de gas, líquidos o granzas. También máquinas que para llevar a cabo su tarea diaria las 
constituyen partes que se encuentran sometidas a presiones de vapor u otros productos con la 
finalidad de realizar un proceso químico o desarrollar una potencia útil. 
Nos proponemos el caso de que cuando tenemos un recipiente cerrado y lleno de un gas o  
líquido, cualquiera de estos ejercen una presión sobre las paredes interiores del recipiente 
hacia el exterior, causando una deformación por las tensiones que se crean al empujar las 
paredes hacia afuera.  
 Con el objetivo del estudio de estas tensiones, se van a llevar a cabo varios ejercicios, de 
manera teórica y simulada, para comprender como se desarrollan. 
No es nuestra intención el estudio de ninguna máquina en concreto, pero sí estudiar el 
principio básico de diseño para recipientes más genéricos como es el de un cilindro o una 
esfera. El empleo particular del resultado corre a cuenta del interesado. 
Objetivo  
El objetivo de este proyecto es el estudio de las componentes tensoriales y de deformación, 
producidas por fuerzas aplicadas en sólidos deformables elásticos, lineales e isótropos, sin 
llegar a romperse, adquirir deformaciones permanentes o deteriorarse de algún modo, con 
excepción al último caso, en que es precisamente el objeto de estudio. 
Alcance 
Reclamamos la importancia de que en este proyecto sólo se tratan recipientes conformados 
con materiales sólidos deformables elásticos, lineales e isótropos, como la mayoría de los 
metales, ya que los resultados encontrados posteriormente no serán de aplicación para 
materiales frágiles como el hormigón o cualquier material no elástico. 
Metodología de trabajo 
En primer lugar abordaremos algunas definiciones que se creen imprescindibles para 
comprender el objeto de estudio. 
En segundo lugar se extraerán las fórmulas centrales que abordarán los cimientos del trabajo 
realizado posteriormente.  
En base a los resultados obtenidos, se realizarán las simulaciones en software utilizando varios 
ejemplos que serán una representación gráfica y fiel a los cálculos obtenidos. 
En último lugar, mediante la simulación software basada en objetos, nos veremos capaces de 
interpretar la exactitud del comportamiento de estos programas de simulación en 3D y su 
margen de aplicación.  
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Dentro de esta estructura, en principio nos basaremos en el estudio en un estado plano de 
tensiones para realizar los cálculos y posteriormente pasaremos a incorporar aquellos 
parámetros que intervienen en un sistema realizado en 3D, mediante unos ejemplos escogidos 
para resaltar los datos de interés y con su particularización para cada caso. 
Ni que decir tiene, que una simulación gráfica es importante en ingeniería, pe ro más 
importante es que ésta represente fielmente a la realidad. La fácil disposición de las 
herramientas de simulación avanzada, la gran capacidad de computación de los ordenadores 
actuales y el poco tiempo que se dispone a veces, para resolver problemas adecuadamente, 
componen un cóctel tentador que puede hacernos pasar por alto el sentido común y ocasionar 
errores de interpretación, conllevando a peligros graves para los materiales y a menudo para 
las personas. 
 
Introducción a las propiedades de los sólidos 
Referencia de (Watson, 1945) 
Como hemos apuntado anteriormente, para empezar necesitamos hacer referencia a algunas 
definiciones básicas que se utilizarán posteriormente y a las que sólo haremos mención o 
utilizaremos de forma indirecta. 
Cuerpos isótropos. Un cuerpo se llama isótropo cuando una porción esférica del mismo no 
presenta diferencia entre sus propiedades físicas al ensayarlas en diferentes direcciones. 
Todos los líquidos y gases son isótropos (a no ser que se les someta a condiciones muy 
especiales). Sin embargo, algunos sólidos (por ejemplo, los cristales) presentan diferentes 
propiedades físicas en diversas direcciones, llamándose anisótropos.  
Sólido perfecto. Al establecer la distinción entre sólidos y líquidos, no existe entre ellos una 
línea clara de separación, pues desde un sólido rígido, como el vidrio, hay una serie continua 
de sólidos más y más blandos, como el plomo y la manteca, y líquidos muy viscosos, como el 
betún y la glicerina, hasta llegar a un líquido movible, como el alcohol o el agua. Vamos a 
estudiar aquellos sólidos que, al deformarse por un esfuerzo, basta con que éste cese para que 
recuperen su forma primitiva. Un sólido de esta clase se llama sólido perfecto y satisfacen a 
esta condición muchos cuerpos sólidos cuando el esfuerzo que produce la deformación no 
rebasa cierto valor. 
Maleabilidad y ductilidad. Se entiende por maleabilidad la propiedad que tienen algunos 
sólidos de dejarse extender, en hojas muy delgadas sin dejar solución de  continuidad. De todos 
los cuerpos es el oro el más maleable. Para preparar una hoja de oro se toma primero un 
pedacito de este metal y se lamina entre dos cilindros hasta obtener una hoja algo más 
delgada que el papel de cartas fino y luego una porción de ella se bate entre dos hojas de 
pergamino hasta que su superficie ha aumentado, y, por tanto, su grueso ha disminuido veinte 
veces. Esta reducción del grueso a su veinteava parte puede aún repetirse dos veces. 
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Se llama ductilidad la propiedad de poderse estirar en hilos o alambres finos. Se pasa una 
varilla de metal por una serie de agujeros, cada uno más pequeño que el anterior, con lo cual 
se va reduciendo el diámetro y aumentando correspondientemente la longitud. 
Dureza. Un cuerpo que raya a otro sin dejarse rayar por éste, se dice que es más duro que el 
segundo. Se han hecho ensayos para determinar con exactitud la dureza de los cuerpos, sin 
haber logrado un resultado satisfactorio. Es frecuente limitarse a situar el cuerpo en el sitio 
correspondiente de una escala de cuerpos de diferente dureza, siendo la más empleada entre 
estas escalas la de Mohs, que principia por el cuerpo más blando: 1, talco; 2, yeso cristalizado; 
3, calcita; 4, espato flúor; 5, apatita; 6, feldespato; 7, cuarzo; 8, topacio; 9, zafiro, y 10, 
diamante. Un cuerpo que raye al feldespato y se deje rayar por el cuarzo, tiene una dureza de 
6,5.  
Densidad de los sólidos. La manera más corriente de determinar la densidad de los sólidos 
consiste en medir el peso del sólido en el aire y su peso aparente cuando está sumergido en 
agua (si el sólido es insoluble en agua) o en un líquido de densidad conocida. Si  es el peso del 
sólido en el aire y 1 su peso aparente cuando está sumergido en un líquido de densidad , el 
peso de líquido desalojado será -1, y el volumen de este peso de líquido ( - 1)/ ; y como 





Elasticidad de volumen. Cuando un cuerpo sólido se deforma, se alteran en general  su forma y 
su volumen. Pero también se puede variar el volumen sin cambiar de forma; por ejemplo, 
comprimir un cubo reduciendo su volumen, pero conservando su forma de cubo, aunque con 
las aristas más cortas. Este cambio en el volumen se puede producir ejerciendo sobre el sólido 
una presión hidrostática, y la razón de esta presión al cambio de volumen de la unidad de 
volumen del sólido, es su elasticidad de volumen. 
Cuando se altera la forma del sólido sin variar de volumen, se dice que experimenta una 
cortadura. Por último, si se alteran la forma y el volumen, la deformación puede considerarse 
descompuesta en dos, que son una deformación de volumen y una cortadura. 
Elasticidad de forma (rigidez). La elasticidad de forma o rigidez de un sólido se mide por la 
razón del esfuerzo que produce el cambio de forma a la deformación. La forma de un cuerpo 
puede alterarse de varias maneras: así, fijando un peso en un extremo de un alambre y 
colgando este del otro extremo, el alambre se alarga; Y al quitar el peso, si la deformación no 
es demasiado grande, recupera su longitud primitiva. Otras maneras de alterar su forma son: 
fijar el cuerpo por un extremo y torcerlo por el otro, y sostener firme una barra por un 
extremo y desviarla por el otro, de modo que se doble o combe. En todos los casos la 
elasticidad del cuerpo se opone a la deformación, y al cesar el esfuerzo el cuerpo vuelve a su 
posición primitiva.  Los tres métodos anteriores los consideraremos separadamente como 
tracción, torsión y flexión. 
Tracción: módulo de Young. Ley de Hooke. Sea un alambre de longitud L y radio r, estirado 
por una fuerza P en la dirección de su longitud, y llamemos l al alargamiento que experimenta. 
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El esfuerzo, o fuerza por unidad de área, que actúa sobre el alambre y tiende a alargarlo, será 
P dividido por el área de su sección, o sea P/πr2. El alargamiento por unidad de longitud será 













Este valor E se llama “módulo de Young”. Cuando el esfuerzo no es tan grande que produzca 
una deformación permanente, se encuentra que los alargamientos son proporcionales a las 
fuerzas que los producen, proposición que se conoce con el nombre de ley de Hooke. 
El alargamiento va acompañado de una reducción en las dimensiones laterales, y la razón de la 
deformación transversal a la deformación longitudinal se llama razón o “coeficiente de 
Poisson". Si representamos por X alguna dimensión lineal de la sección transversal (por 
ejemplo, el radio r en el caso de un alambre o barra circular) y por x lo que disminuye esta 
dimensión, la deformación transversal será x/X, como la deformación longitudinal es l/L, el 








 ecuación 1 
 




En este apartado, se han descrito algunas de las definiciones más importantes que 
fundamentan el estudio realizado más adelante y nos ayudarán a entender partes más 
concretas del presente proyecto.  
Tabla 1 Valores de Constantes Elásticas según el material 
Referencia de la tabla: (FACULTAD DE INGENIERIA Universidad Nacional del Nordeste, 2004) 
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MODELADO EN 2D 
Planteamiento inicial para el estudio de un cilindro  
Vamos a estudiar de las deformaciones que sufren las paredes de un cilindro, cuando en su 
interior hay una presión que empuja a estas paredes hacia el exterior. 
Para comenzar, supondremos por un momento que el cilindro bajo estudio, está tapado en sus 
extremos. Si aplicamos una presión dentro de él, la fuerza debida a esta presión se distribuye 
uniformemente por toda la superficie Interior, quedando afectadas también de esa manera las 
tapas. La fuerza ejercida en dichas tapas tiene una dirección axial, alargando la forma total del 
cilindro, mientras que la que se ejerce en las paredes laterales es radial. Dependiendo de cómo 
sean esos extremos nos cambiará el resultado del problema. Para simplificar se pueden 
considerar tres casos diferentes y que establecen nuestras condiciones de contorno:  
 El primer caso, se trata del cilindro con tapas que hemos mencionado de ejemplo en el 
párrafo anterior (Figura 1). La presión ejerce la misma tensión en las paredes laterales 
del cilindro como en las tapas, por lo que estas también contribuyen en la tensión 
axial, estirando el cilindro. Habrá una deformación axial z y una tensión también axial 
z en un sector de las paredes laterales del cilindro. 
 El segundo caso (Figura 2), los extremos no ejercen influencia alguna en la 
deformación longitudinal (z≠0) como si se tratara de dos pistones que van cediendo, 
por lo que la deformación axial es la natural, pero en este caso no habrá tensión axial 
(z=0). 
 Por último (Figura 3), los dos extremos están encastados y no permiten la deformación 
axial  z, ya que la bloqueamos, pero la tensión axial z sí existirá.  
 
 
Según sea el objeto de nuestro estudio, iremos combinando entre uno u otro modelo. 
Continuando con lo que comentábamos en el apartado anterior, en el que decíamos que un 
alargamiento del material producía una reducción en la sección transversal, ahora pasaremos a 
describir lo que se conoce como la ley generalizada de Hooke, una de las leyes más 
importantes en referencia a deformaciones mecánicas de los materiales,  y vamos a ver con un 
poco más de detalle, la utilización del módulo de Young y el coeficiente de Poisson.  
Figura 3 Figura 2 Figura 1 
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Ley de Hooke generalizada 
La ley de Hooke generalizada, establece una relación entre la deformación debida a un 
esfuerzo axial y la tensión normal generada por dicho esfuerzo. 
Antes de empezar con un análisis particular, vamos a hacer un repaso rápido para establecer 
de dónde aparece la ley generalizada de Hooke, que será utilizada ampliamente más adelante. 
Para explicarla utilizaremos el denominado ensayo de tracción, que consiste en someter a una 
probeta normalizada de un material a un esfuerzo axial creciente hasta que se rompe. De este 
ensayo se obtiene una gráfica que sirve para determinar la resistencia de un material a la 
fuerza estática y de la que se pueden obtener las siguientes características del material 
ensayado: El módulo de Young, el coeficiente de Poisson, el límite de proporcionalidad, el 
límite de fluencia o límite elástico aparente, el límite elástico práctico, la carga a la rotura, el 
alargamiento y la estricción.  
 
 
Nos vamos a centrar en la reducción de sección que se va a producir sin que el material llegue 
a romperse, adquirir deformaciones permanentes o deteriorarse de algún modo. En este caso 
el proceso es totalmente reversible y lineal . Si consideramos que la fuerza axial corresponde 
con el eje de abscisas “Z”, entonces en los ejes transversales X e Y se produce una deformación 
que se puede predecir. 
Anteriormente hemos citado la relación que existe entre el esfuerzo y la deformación al  estirar 
un metal. Si hacemos referencia a la comentada representación gráfica, por ejemplo para el 
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En esta gráfica vemos la representación del ensayo de tracción sobre un material. Observamos 
las zonas citadas anteriormente. En nuestro caso nos vamos a situar en la zona marcada en 
verde que corresponde a la zona elástica1, que como hemos dicho, es prácticamente lineal y 
los cálculos se simplifican enormemente. Si superamos esa zona el material pierde sus 
propiedades físicas y el resultado de los cálculos es más complicado, aparte de que ya no nos 
es de interés debido a que hemos perdido la forma original del material. Se dice que el 
material entra en zona de plasticidad y en parte lo intentaremos simular hacia el final del 
proyecto, aunque superficialmente. 





 ecuación 2 
 








 ecuación 3 
 
  
Hacemos referencia a lo explicado en el apartado de las propiedades físicas de los sólidos 
donde L era la longitud total del alambre, 𝑙 el alargamiento que experimentaba al estirarlo l/L 
era la deformación unitaria,   la deformación y  la tensión aplicada. La tangente de alfa o  
pendiente de la recta, es lo que se denomina el Módulo de Young. 
                                                                 
1
 La zona elástica comprende una zona lineal y una pequeña porción curva, marcada también en verde, 
que suele ser tan pequeña que a efectos prácticos se acaba linealizando y que para calcular la tangente 
de alfa, no la hemos tenido en cuenta. 
Gráfica 1 Diagrama Tensión – Deformación para el acero dúctil  
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Siguiendo a la “Figura 5” siguiente, si cogemos una porción cuadrada de fragmento y lo 
estiramos en ”L” (Figura 6), vemos que debido a ese estiramiento se produce una reducción de 
la sección transversal en el centro de la probeta en las direcciones de “C” y  “B”: 
 
Vamos a reducir el problema de un estado triaxial a uno biaxial y nos fijamos sólo en una de 
esas dos reducciones transversales, por ejemplo la reducción “B”.  
 
 
Haciendo referencia a la ecuación 1 y a la ecuación 2, esta reducción de sección viene 
relacionada con la deformación por alargamiento tal que: 
Siguiendo las anotaciones realizadas en la 











Figura 6 Figura 5 
X 
Y 
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Donde  es el coeficiente de Poisson.  
Según la ecuación 3, como  =

𝐸











Si recopilamos los resultados anteriores en una tabla, contemplamos todas las deformaciones 




















Estas ecuaciones corresponden a un modelo biaxial, pero análogamente, la misma 
deformación axial en “L”, supondría una tensión en la sección “C” (Figura 8) implicando una 
deformación por efecto Poisson en esta dirección. 
 
 
Si juntamos todas las tensiones implicadas, llegamos al modelo de la Figura 9 que representa 
el modelo triaxial. 
Figura 8 
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Y aplicando las mismas deducciones que en puntos anteriores, llegaremos a la siguiente tabla 
































Y de aquí podemos extraer la ley de Hooke generalizada: 
 






 𝑦 + 𝑧  ecuación 4 
   






 𝑥 + 𝑧  ecuación 5 
   
 






 𝑥 + 𝑦  ecuación 6 
 
Es decir, la deformación en el eje axial produce una deformación en los otros dos ejes 
transversales. Y las deformaciones debidas a esfuerzos aplicados transversalmente, producen 
al mismo tiempo y por efecto Poisson, otra deformación en el propio eje axial. 
Es importante la comprensión del contenido de este apartado, porque representa las bases de 
los cálculos que se realizarán posteriormente. 
Ahora, vamos a analizar las tensiones que hemos nombrado, pero para ello vamos a situarnos 
en un plano biaxial. 
  
Figura 9 
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Cálculo de las tensiones y deformaciones radiales y tangenciales  
Referencia de (Mechanics of engineering materials)  
Cuando en el interior de un cilindro se ejerce una presión hacia el exterior, ya sea porque lo 
hemos llenado con un gas u otro motivo, este cilindro tiende a expandirse, creando en sus 
paredes unas tensiones que provocan que el recipiente se deforme. 
Vamos a estudiar la influencia que ejerce la presión sobre las tensiones en una porción de la  
sección de cilindro e imponiendo unas condiciones de contorno, como son las tapas del 
cilindro, para acotar el problema. 
Para adentrarnos en el estudio de estas tensiones, nos vamos a situar en  el primer caso 
(Figura 1), que es un cilindro con dos tapas, no fijadas en sus extremos. La distribución de las 













En el sector del cilindro se producirán tres tipos de esfuerzos diferentes: el esfuerzo radial r, 
perpendicular a la superficie del cilindro (azul),  el tangencial t, tangencial a la superficie del 
cilindro y perpendicular a su eje (verde) y el esfuerzo axial z, paralelo al eje del cilindro y 
perpendicular a los dos anteriores (rosa). A estos tres se les denomina esfuerzos principales y 
dejaremos de banda cualquier otro tipo de esfuerzo que pueda aparecer. 
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Como la tensión sobre las tapas es constante, vamos a considerar que la tensión axial también 
lo es, entonces,  
 z no varía a lo largo de z                
𝑑𝑧
𝑑𝑧
= 0 = 𝑐𝑡𝑒. 
 
Por lo que la deformación axial sólo será debida al efecto de Poisson y es independiente del 
radio del cilindro: 
 Debido a las tapas z= cte i z sólo depende del efecto Poisson. 
Llegados a este punto, podemos representar en un plano las tensiones implicadas tal como lo 
muestra la Figura 11:  
 
 




























PROYECTO FINAL DE CARRERA 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
 
 - 25 - Fco. Javier Martínez Alsina 
 
 















 ecuación 10 
 
De la ley generalizada de Hooke y las igualdades anteriores, obtenemos la relación entre los 








  + 𝑧 =
𝑑𝑢
𝑑𝑟








 𝑧 + 𝑟 =
𝑢
𝑟








 𝑟 +  =
𝑑
𝑑𝑧
 ecuación 13 
 












             𝐸
𝑢
𝑟
=  − 𝑧 − 𝑟 














































 ecuación 14 
 










 𝑟 − ( − 𝑧  − [
1
𝐸
  −  𝑧 +𝑟   =
1
𝐸
 𝑟 −  −  − 𝑟   =
1
𝐸
 𝑟 −   1 +   
 







 r −   1 +   =
 1 +  
r









 ecuación 15 
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Que  diferenciando  
𝑑𝑧
𝑑𝑟






  ecuación 16 
     
Sustituyendo la ecuación 16 en la ecuación 15 
1 + 
𝑟
 𝑟 −  =
𝑑
𝑑𝑟






















Y mediante la ecuación 7 obtenemos: 












 = 0 
 









  que    
𝑑𝑧
𝑑𝑟
= 0  
Entonces z  es constante por toda la del cilindro que esté lejos de singularidades, como por 
ejemplo, las tapas. Siendo así, consideramos: 
 + 𝑟 = 𝑐𝑡𝑒 = 2𝐴         = 2𝐴 − 𝑟  
 














Desarrollando y multiplicando por r2 tenemos: 
 
 
𝑟 = 𝐴 −
𝐵
𝑟2
 ecuación 17 
 
 = 𝐴 +
𝐵
𝑟2
 ecuación 18 
 
Donde A y B son constantes que vienen dadas por las condiciones de contorno y 
estudiamos en el siguiente apartado.  
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Determinación de “A” Y “B” (condiciones de contorno) 
Si suponemos que dentro del cilindro hay una presión “Pi”, que el radio interior es “ri”, que en 






Partimos de las ecuaciones anteriores: 




𝟐    𝑨=
𝑩
𝒓𝒊






































2  ecuación 20 






















  ecuación 22 
Ahora vamos a hacer dos pequeños incisos, para explicar el software que vamos a utilizar. No 
queremos recrearnos en estos incisos, pero los vemos necesarios. Y ya que están, los vamos a 
utilizar como introducción a la realización de nuestra primera figura. 
ri: Radio interno 
ro: Radio externo 
Pi: Presión interna 
Po: Presión externa 
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Introducción a la modelización con ANSYS Multiphisics 2D 
Para introducirnos en el manejo del programa Ansys y abordar los conceptos básicos de diseño 
estudiados, vamos a empezar con la representación de un cilindro en 2 dimensiones, por lo 
que tenemos que tener muy claro que sólo estudiamos un “estado plano de tensiones”. 
Vamos a resaltar un concepto sobre el paquete de ANSYS Multiphisics. Este software, aunque 
permite el trabajo en 3D, está limitado a la generación de piezas por simetrías axiales y si no se 
tiene un buen dominio en su manejo, se puede convertir en una tarea ardua para piezas 
complejas.  
Para el análisis de cualquier pieza, es necesario crear lo que se llaman mallas. Estas dividen la 
pieza en partes más pequeñas y el programa puede trabajar con matrices. La exactitud del 
resultado, dependerá del número y forma de estas secciones. 
El primer paso que debemos hacer, aparte de establecer el entorno de trabajo, es definir el 
elemento básico a partir del cual se realizarán los cálculos de malla: 
 
Preprocessor/Element Type/Add/Edit/Delete 
Pulsamos Add… de la figura 
 
 
Escogemos el elemento “Solid 8 node 183” de la Figura  12  y pulsamos el botón Ok. Para saber 
más sobre la morfología de estos elementos, se aconseja encarecidamente visitar la ayuda que 
ofrece el programa, que es la mejor referencia que se ha encontrado. 
Una vez seleccionado, se nos activará el botón “Options” en la ventana “Element Types”.  
Figura  12 
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Hacemos clic en el botón “options” y seleccionamos “Plane Stress” en “Element behavior” 
como muestra la Figura 13. 
Esto nos permitirá analizar la porción de cilindro mediante un estado plano de tensión. 
  
Ahora tenemos definido el elemento básico que tendrá nuestra malla cuando la creemos.  
Ya podemos cerrar la ventana de “Element Types”.  
El siguiente paso es definir el tipo de material a utilizar, que en nuestro caso será elástico-lineal 
e isótropo: 
Preprocessor/Material Props/Material Models  
 
 
Después asignaremos los parámetros de Young y Poisson al material. De la “Tabla 1 Valores de 
Constantes Elásticas según el material“, escogemos los valores propios del acero: módulo de Young 
210000 MPa y de Poisson 0.33. Por defecto el programa no especifica ninguna unidad de 
medida y deberemos ser consecuentes, con las unidades de los valores introducidos y también 
posteriormente al interpretar los resultados. 
Figura  14 
Figura 13 
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Haciendo doble clic en Isótropo de la Figura  14, nos aparecerá el diálogo de la Figura  15 
donde para EX introduciremos el valor del módulo de Young y para PRXY el de Poisson 
 
Ahora procederemos a dibujar el sector sobre el que haremos las pruebas: 
Preprocessor/Modeling/Areas/Circle/Partial Annulus 
 
Este es un sector como el de la Figura 11 pero en el que abarcamos un cuarto de cilindro. El 
radio interior ri será el representado por “Rad-1” y el radio exterior ro será “Rad-2”. “Theta-1” 
es el ángulo que abarca el sector, que son 90º en el plano X-Y y Theta-2 es el ángulo para el 
plano Y-Z que en este caso es 0º. Esto nos permitirá trabajar en un estado plano de tensiones. 
  
Figura  17 
Figura  17 
ri 
ro 
Figura  15 
PROYECTO FINAL DE CARRERA 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
 
 - 31 - Fco. Javier Martínez Alsina 
 
Procedemos a crear la Malla: 
Preprocessor/Meshing/Size Cntrls/ManualSize/Lines/Picked Lines 
 
Seleccionamos los lados por parejas y definimos 20 elementos para los pequeños y 80 para los 
circulares. Cuantos más elementos compongan nuestra malla, más precisión tendremos en el 
cálculo de nuestros resultados, pero entonces aumenta la potencia de cálculo. 
Preprocessor/Meshing/Mesh/Areas/Free 
Seleccionamos el área que hemos creado y nos aparecerá con la siguiente forma: 
 Figura  19 
Figura  18 
Estudio y simulación del estado tensional en recipientes de paredes gruesas 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
Fco. Javier Martínez Alsina - 32 - 
 
Procedemos a crear los puntos de sujeción: 
Preprocessor/Loads/Define Loads/Apply/Structural/Displacement/On Lines 
Crearemos una en el eje “Y” que no tenga desplazamiento en “X” (constrained en OX) y otra en 
“X”, bloqueando el recorrido en “Y” (o constrained en OY). 
Ahora procederemos a aplicar la presión en la pared interna del sector dándole un valor de 40 
MPa. Este valor no posee unidades al ser introducido en el programa y para nosotros será de 
MPa, por lo que después lo tendremos que tener en cuenta para interpretar los resultados, 
como ya hemos comentado. 
Preprocessor/Loads/Define Loads/Apply/Structural/Pressure/On Lines 
La ventana del sector nos queda como se muestra en la Figura  20: 
 
El siguiente paso es proceder a preparar la solución: 
Solution/Analysis Type/New Analysis 
 Figura  21 
Figura  20 
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Solution/Solve/Current LS 
Después de aceptar el mensaje informativa, nos aparecerá la confirmación de la solución: 
 
Procedemos a configurar los resultados que queremos obtener: 
En “General Postproc/Options for Outp” escogemos coordenadas cilíndricas 
 
Llegados a este punto, hemos visto como crear mallas, asignar materiales y dibujar nuestro 
modelo. En el siguiente punto vamos a hacer lo mismo, pero con el software de Ansys 
Workbench.  
  
Figura  23 
Figura  22 
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Introducción a la modelización con WORKBENCH  
Como en el apartado anterior, este no tiene la intención de ser un tutorial del programa, sino 
explicar la interface de usuario y los conceptos que se creen importantes para hacer nuestras 
primeras figuras. Para ello explicaremos, también, cómo hacer la geometría de la primera 
pieza, el cilindro de pared gruesa. 
Se escoge este software porque a diferencia del anterior, el manejo de las 3 D es más cómodo 
al no basarse en la simetría axial para crear una pieza, por lo que para el desarrollo de piezas 
complicadas este puede ser más oportuno. 
Para comenzar vamos a ver, brevemente, las secciones más importantes en que se divide la 
pantalla principal del programa, nada más abrirlo. 
 
 
Como nuestro trabajo se compone de un análisis de tipo estructural y estático, arrastraremos 
ese tipo de sistema desde la “ToolBox” al “Project Schematic”. 
En éste último nos aparecerá un recuadro con varias secciones y entre ellas tenemos: 
- “Engineering  Data” que nos permitirá entre otras cosas, aplicar el tipo de material que 
vamos a utilizar. 
- “Geometry” en el que realizaremos el diseño de la pieza con la que vayamos a tratar. 
- “Model” en el que aplicaremos la malla y las fuerzas y allí mismo haremos los análisis. 
Vamos a utilizar primero el “Engineering  Data” para definir el tipo de material que vamos a 
utilizar, haciendo doble clic sobre él.  
En el “Toolbox” se encuentran los tipos de análisis 
y herramientas con las que queremos trabajar. 
En el “Project Schematic” tendremos 
la representación esquemática de 
nuestro proyecto.  
La “Toolbar” y “Menu Bar” tenemos acceso directo a varias 
acciones y al control y la configuración de nuestra aplicación. 
Figura 24 
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Nos aparecerá la pantalla siguiente, en la que vamos a seleccionar “General Materials” y 
dentro de él “Structural Steel” que nos aparecerá seleccionado con un pequeño libro de color 
lila. 
 
Debajo aparecen las propiedades en las que observamos las de “Isotropic Elasticity”. Dentro de 
ésta vemos que el módulo de Young y el de Poisson, se corresponde con lo que aplicamos en 
los ejercicios anteriores.  
Cuando vayamos a hacer el ejercicio de plasticidad, en vez de seleccionar “General Materials”, 
lo haremos “General No-linear Materials” y modificaremos los valores de “Yield stress” y 
“tangential modulus” que nos aparecerán. 
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Para crear una nueva geometría, clicamos con el botón derecho sobre “Geometry” y 
seleccionamos “New Geometry”.   
 
Se abrirá el “Design Modeller, que es un paquete en donde diseñaremos la estructura que 
deseamos analizar. Primero la diseñaremos en 2 dimensiones con un croquis en “Sketching” y 
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Así que comenzamos por seleccionar primero el plano donde queremos insertar el dibujo y 
después la pestaña “Sketching” donde nos permite dibujar formas bidimensionales sobre un 
plano, modificarlas, establecer sus dimensiones, establecer constantes  o configurarlas. 
El siguiente paso es establecer la pared interior y exterior del cilindro mediante “Circle”. 
 
Y después acotaremos las dimensiones de cada una de las paredes del cilindro, Con la opción 
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La parametrización de estos diámetros, nos permitirá cambiar posteriormente su valor sin 
tener que volver a diseñar la figura. Esto se consigue marcando la casilla situada a la izquierda 
del nombre de cada diámetro. 
Le asignamos un nombre que nos sea fácil reconocer en procesos posteriores, por ejemplo, 
pared interior y exterior, para designar los límites del cilindro. 
Posteriormente en “Modeling” asignaremos una extrusión al croquis que hemos realizado, 
mediante la orden “Extrude” y la parametrizaremos de la misma manera que con los diámetros 
del cilindro y la siguiente figura que nos aparecerá será ya un objeto tridimensional sobre el 
que podremos rebajar como si fuera un sólido. 
 
Guardamos el trabajo realizado y volvemos a la pantalla de estructura del proyecto para seguir 
con el siguiente proceso, el de modelado.  
  
Figura 30 
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Entramos en el paquete de modelado. En este paquete se puede, aparte de crear las mallas, 
hacer el análisis, por lo que los paquetes de Setup, Solution y Results no los utilizaremos. 
 
Vamos a asignar una malla al sólido que hemos creado, con la finalidad de poder definir la 
manera de hacer cálculos sobre el sólido creado como son los de las tensiones o 
deformaciones. En este paso, se define el tipo de malla y el número de secciones de malla que 
se analizarán. De ésta dependerá la cantidad de resultados que obtendremos posteriormente, 
y consecuentemente la precisión. 
Para comenzar, cambiaremos el sistema de coordenadas de cartesianas a cilíndricas 
añadiéndolo en “coordinate system”. 
 
Después modificaremos el tipo de sistema en “Details” y lo cambiaremos de “global 
Coordinates” a “Coordinate System”.  
Del árbol de contenido, seleccionamos el elemento “Mesh”. Esto hará cambiar las opciones 
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En “Mesh Control” (Figura 33) escogeremos la opción “Sizing”. 
 
 
Con la tecla “Control” pulsada seleccionaremos las cuatro aristas de nuestro cilindro (Figura 
34) y en el apartado “Details” dentro de geometría le daremos a aplicar y en el apartado 
“Type” le diremos que queremos escoger la opción de elegir el número de divisiones. 
 
 
Al darle un valor al número de divisiones y en el dibujo aparecerá representado como en la 
Figura 35. 
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Seleccionamos “Static Structural(A5)” y en el menú de iconos nos aparecerá “Inertial, Loads y 
Supports”, donde podremos escoger los puntos de referencia para crear las cargas de presión 

























Si seleccionamos “Solution (A6)” podremos escoger entre las diferentes soluciones que 
queremos para nuestro proyecto: Deformación o tensión.  
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Figura 39 
En la “ToolBar” tendremos disponibles las opciones de “Strain” y de “Stress” que nos 




Otro punto importante, es la creación de rutas de estudio. Esto se hace seleccionando “Model 
(A4)” en el árbol desplegable y nos aparecerá “Construction Geometry”.  
 
Esto nos permitirá crear caminos o “Path” para analizar los resultados en puntos específicos de 
nuestro diseño o para resolver en distancias en vez de tiempos, lo cual está definido por 
defecto. La manera de hacerlo, será que en el momento de representar el estudio, 
escogeremos el “Path” en vez de la figura geométrica. 
Una vez hecho el inciso de las dos introducciones a los programas, vamos a comenzar con los 
ejemplos propuestos. El primero va a ser el del cilindro de pared gruesa.  
Figura 40 
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Estudio de un cilindro de pared gruesa  
Cálculo analítico 
Vamos a encontrar la tensión radial r y la tensión tangencial  en un tanque de radio interior 
de 100 mm y radio exterior 140 mm sometido a una presión interna de 40 MPa. Calcularemos 
los valores para cinco puntos repartidos equidistantemente (100, 110, 120, 130, 140)  a lo largo 
de la pared. 













Y considerando 𝑘 =
𝑟𝑜
𝑟𝑖







Observamos que la diferencia entre la tensión máxima y la mínima, tanto para la tensión radial 
























ri = 100 mm 
ro= 140 mm 
Pi= 40 MPa 
𝑟 =
𝑃𝑖
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Se puede comprobar que la suma de las tensiones tangenciales y radiales, es siempre 
constante e igual a 83.3 MPa, tal como preveíamos en el cálculo teórico (r +  = 2A = cte.). 
Ahora que hemos obtenido los valores numéricos de las tensiones radiales y tangenciales, 
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Comprobación del caso mediante ANSYS Multiphisics 
Cálculo de la tensión radial 
Para comprobar la tensión radial, ejecutaremos los siguientes comandos: 
General Postproc/Plot Results/Contour Plot/Nodal Solution 
En el diálogo que nos aparece en la Figura 41, escogemos la tensión en la componente “X” que 
corresponde con la tensión radial:  
 
 
Debido a que estamos en coordenadas cilíndricas, si escogemos la componente “Y” 
obtendremos la tensión tangencial y la “Z” la podremos escoger para la tensión axial. De 
momento nos centramos en la tensión radial que es objeto de este punto. 
  
Figura 41 
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Una vez seleccionada la componente “X” obtenemos la imagen de la tensión, que se nuestra 
en la Figura 42: 
 
 
Si nos fijamos en los valores reglados en la parte inferior de la figura, podemos realizar una 





Comprovamos que el error producido es muy pequeño.  
Vamos a profundizar un poco en los resultados. Para ello haremos un pequeño inciso y así 
saber cómo preparar una representación gráfica mediante caminos. Esto es interesante, para 
poder escoger trayectorias sobre las que hacer el análisis particular. 
  
r r  Valor Error 
[mm] [MPa]  gráfica [%] 
100 -40,000  -39,995 0,013 
140 0,000  -0,001 0,101 Tabla 3 
Figura 42 
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Vamos a definir unas rutas de estudio en el dibujo y a darles un nombre que llamaremos 
etiquetas. Mediante estas etiquetas podremos estudiar zonas de manera particular:  
General Postproc/Path Operations/Define Path/By Nodes 
Representamos la figura por áreas en el menú “Plot”, escogemos las esquinas del vértice 
inferior horizontal  y le damos un nombre, como por ejemplo “ComponX”:  
 
 
General Postproc/Path Operations/Map onto Path 




Así podemos estudiar los esfuerzos y deformaciones, entre otros, de manera  particular y 
mostrarlos gráficamente.  
Escogemos representar la tensión en “SX”, que en coordenadas cilíndricas se corresponde con 
la tensión radial (r). 
  
Figura 44 
Figura  43 
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Una vez generada y asignada la etiqueta, llamamos a la representación gráfica como sigue: 
General Postproc/Path Operations/Plot Path Item/On Graph 
En la siguiente gráfica vemos lo que resulta de esto: 
 
La gráfica aparentemente es muy parecida a la del cálculo numérico Gráfica 3. 
Ahora, si volvemos a comparar con los resultados obtenidos en la Tabla 2 vemos que el error 








Y que este error producido, sigue siendo pequeño.  







[mm] [MPa] gráfica [%] 
100 -40,000 -39,995 0,013 
110 -25,826 
  120 -15,046 
  130 -6,657 
  140 0,000 -0,001 0,101 
Tabla 4 
Gráfica 5 
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Cálculo de la tensión tangencial 
Procedemos de la misma manera y comprobamos la tensión en la componente “Y”, que en 
coordenadas cilíndricas se corresponde con la tensión tangencial (). 
En la siguiente figura tenemos la representación por contornos, 
 
Donde como el caso anterior, podemos comparar los resultados obtenidos teóricamente con 
los de la Tabla 2. 
  r calculado Valor Ansys Error 
[mm] [MPa] gráfica [%] 
100 123,333 123,328 0,004 
140 83,333 83,334 0,001 
Tabla 5 
Figura 45 
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Aquí vemos que el error es aún menor y seguimos con la representación gráfica donde 
podemos realizar el mismo paso que antes, pero escogiendo la tensión tangencial: 
 
 
Esta representación, también cuadra con la obtenida en Excel (Gráfica 4). 







El error cometido también es pequeño, por lo que de momento creemos que podríamos 
utilizar Ansys como método de desarrollo para los cálculos de tensiones tangenciales y 
radiales.  




[mm] [MPa] gráfica [%] 










140 83,333 83,334 -0,001 
Tabla 6 
Gráfica 6     
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Deformación unitaria tangencial 
Calculamos la deformación tangencial porque es directamente proporcional al perímetro y por 
consiguiente al radio (2r), así nos será más fácil su interpretación. 
Debido a que trabajamos en un estado plano de tensión, el programa es incapaz de 
representar una tensión axial, por lo que nos vamos a situar en el caso de que el cilindro tiene 
dos pistones en sus extremos (Figura 2). Para este caso, z=0 MPa. 






 𝑟 + 𝑧   
 
Extraemos la siguiente tabla: 
Punto   r [mm] r [mm]
1 6,50E-04 100,00 0,0650 
2 5,60E-04 110,00 0,0616 
3 4,92E-04 120,00 0,0591 
4 4,39E-04 130,00 0,0571 
5 3,97E-04 140,00 0,0556 
Tabla 7 
Creando una etiqueta en Multiphisics, tendremos la confirmación con la siguiente gráfica: 
 
La grafica coincide con los resultados teóricos. 
Gráfica 7 
Dónde  
   E=210000 MPa  
   y  = 0.33 
Estudio y simulación del estado tensional en recipientes de paredes gruesas 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
Fco. Javier Martínez Alsina - 52 - 
 
Comprobación del caso mediante Workbench 
Simulación de tensión radial 
Si realizamos un modelado en 3D mediante el Workbench obtenemos el siguiente resultado: 
 
 
La figura por contornos y la gráfica 
son casi iguales, pero comprobamos 
que el error es un poco mayor, del 
orden de un 0.3 % respecto a 
Multiphisics.  
 r r Valor Error 
 [mm] [MPa] gráfica [%] 
 100 -40,000 -40,134 -0,335 
 110 -25,826 
 
  
 120 -15,046 
 
  
 130 -6,657 
 
  
 140 0,000 0,003 -0,300 
Tabla 8 
Gráfica 8 
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Simulación de tensión tangencial 
Lo mismo pasa con la componente tangencial, 
 
 
Respecto a la figura y forma de la gráfica, 
son correctas. El error sigue siendo un 
poco mayor que Multiphisics, aunque se 






n    Valor Error 
 [mm]  [MPa] gráfica [%] 
 100  123,333 123,430 -0,078 
 110  109,16 
 
  
 120  98,38 
 
  
 130  89,99 
 
  
 140  83,333 83,092 0,290 
Gráfica 9 
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Simulación de la deformación unitaria tangencial 
Procedemos de la misma forma que hemos hecho en el apartado de la deformación unitaria 
tangencial para Multiphisics y aprovechamos los cálculos teníamos en la Tabla 7: 
Punto   r [mm] r [mm]
1 6,50E-04 100,00 0,0650 
2 5,60E-04 110,00 0,0616 
3 4,92E-04 120,00 0,0591 
4 4,39E-04 130,00 0,0571 
5 3,97E-04 140,00 0,0556 
Tabla 10 
De igual manera representamos la gráfica: 
 
Si dibujamos una tabla que compare esta gráfica con los resultados calculados en la Tabla 7 
veremos que el error es mínimo: 
 
Punto     error[%]
  Cálculo Gráfica Extremos 
1 6,502E-04 6,496E-04 0,09 






   E=210000 MPa  
   y  = 0.33 
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Estudio de un cilindro de pared fina 
Cálculo analítico 
Encontrar r y   en un tanque de radio interior de 100 mm y radio exterior 110 mm sometido 
a una presión interna de 40 MPa. Calcular los valores para seis puntos repartidos 
equidistantemente (100, 102, 104, 106, 108 i 110). 
Podemos decir que un cilindro es de pared delgada cuando hay una gran diferencia entre el 
espesor de la pared y su diámetro. De manera general, esta relación diremos que ha de ser 
mayor a 10 veces. En nuestro caso, 110 mm/ 10 mm =11. Cuando esto sucede se puede 
admitir un reparto uniforme de las tensiones y el cálculo del estado biaxial se reduce 
notablemente.  







Aplicando las fórmulas obtenidas y considerando 𝑘 =
𝑟𝑜
𝑟𝑖









Si nos fijamos en la tensión radial, varía entre la presión interior –Pi y 0, y comienza a ser 
despreciable respecto a la tensión tangencial, a diferencia que el caso de pared gruesa, aunque 
conserva la misma diferencia entre su máximo y mínimo (420.95 MPa – 380.95 MPa = 40 
MPa).  Podemos admitir que si las tensiones se reparten uniformemente en el espesor, se 
pueden determinar aplicando solamente las ecuaciones de equilibrio. 
Referencia: (Esteban, 2008)  
r r 
[mm] [MPa] [MPa] 
100 -40,00 420,95 
102 -31,05 412,00 
104 -22,61 403,56 
106 -14,65 395,60 
108 -7,12 388,07 
110 0,00 380,95 
ri = 100 mm 
ro= 110 mm 
Pi= 40 MPa 
𝑟 =
𝑃𝑖
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Para poder comparar los resultados, representamos esta tabla mediante dos gráficos en Excel. 











La tensión radial, en comparación con el cilindro de pared gruesa, vemos que se mantiene 
igual. No pasa lo mismo con la tensión tangencial la cual casi se ha cuadriplicado.  Este dato es 
razonable, si consideramos que el espesor de pared que ha de aguantar la misma presión es 
menor, por lo que le toca más esfuerzo por unidad de sección. En estos casos en que se puede 
decir que trabajamos con cilindros de pared fina, la tensión radial sale directa y para la 
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Comprobación del caso mediante ANSYS Multiphisics 
Cálculo de la tensión radial 
Repetimos la instrucción del ejercicio anterior para comprobar el resultado de la tensión en la 
componente radial: 
General Postproc/Plot Results/Contour Plot/Nodal Solu 
 
r r Valor Error 
[mm] [MPa] gráfica [%] 
100 -40,00 -40.03 -0.07 
110 0,00 -0,02 -0.99 
 
Aquí el error comienza a ser mayor, aunque el máximo no llega al 1 %. Para obtener mejores 
resultados, podríamos incrementar las divisiones del mallado, pero hasta que no lleguemos 
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Cálculo de la tensión tangencial 
De la misma manera, la tensión en la componente tangencial para el mismo trayecto que la 
etiqueta que hemos aplicado en la dirección radial obtenemos la siguiente representación: 
 
Comprobamos el error producido respecto los cálculos analíticos y observamos un error del 
0.006 %. 
Tabla 13 
r   Valor 
 
Error 
[mm] [MPa]  gráfica 
 
[%] 
100 420,95  420,979 
 
0,006 




En este caso los errores entre el cálculo analítico y el cálculo por software son mínimos, por lo 
que también podríamos considerar la utilización de Ansys para cálculos en cilindros de pared 
fina. 
Hemos de notar que en el caso del cilindro grueso, para la tensión tangencial, se reparten los 
40 MPa en una sección de 40 mm (de 123.33 a 83.33) mientras que los mismos 40 MPa en el 
cilindro de pared fina se reparten en 10 mm (de 420.95 a 380.95). La gráfica por contornos, se 
ve más comprimida y esto corroboraría el efecto de mayores tensiones para este caso. 
Figura 47 
PROYECTO FINAL DE CARRERA 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
 
 - 59 - Fco. Javier Martínez Alsina 
 
Cálculo de la deformación unitaria tangencial 
Procediendo de la misma manera que en el caso anterior de pared gruesa, nos situamos en el 
cilindro de la Figura 2, en el que no existen tensiones axiales, por lo que z = 0 MPa y 
obtenemos la siguiente tabla para el cálculo analítico: 














Representamos la gráfica, 
 
Y observamos que el error producido es casi inapreciable. 
Punto   r [mm] r [mm] 
1 2,067E-03 100,00 0,2067 
2 2,011E-03 102,00 0,2051 
3 1,957E-03 104,00 0,2036 
4 1,907E-03 106,00 0,2021 
5 1,859E-03 108,00 0,2008 
6 1,814E-03 110,00 0,1995 
Gráfica 13 
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Comprobación del caso mediante Workbench 
Simulación de tensión radial 







En el caso de la tensión radial, no tenemos ningún problema, aunque el error haya subido al 
0.73 %, es mejor que en el peor de los casos de Muptiphisics. 
n  r Valor Error 
[mm]  [MPa] gráfica [%] 
100  -40.00 -40.29 0.73 
110  0.00 0.24 0.24 
Gráfica 14 
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Simulación de tensión tangencial 
Representamos la tensión tangencial: 
 
Tabla 16 
n  Valor Error 
[mm] [MPa] gráfica [%] 
100 420,95 421,24 0,068 
110 380,95 381,19 0,062 
 
El valor del error se mantiene por debajo del 0.07 %, un valor muy aceptable aunque es casi 10 
veces mayor que en el caso de Multiphisics. 
 
Gráfica 15 
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Simulación de la deformación unitaria tangencial 
 
Dibujamos la gráfica de la deformación unitaria tangencial: 
 






El error se mantiene por debajo del 0.1 %. 
Como hemos dicho anteriormente, para establecer un punto de referencia, podríamos 
considerar que un error mayor al 3 % sería inaceptable. Vemos que en ninguno de los casos 
anteriores, los resultados obtenidos han sido mayores al 1 % de error. Esto nos validaría que 
los programas de simulación, hasta este punto, son válidos si se utilizan con los criterios 
adecuados. 
En el siguiente apartado, vamos a ver el comportamiento aplicado sobre diferentes mate riales.  
Punto     error[%] 
  Cálculo Gráfica Extremos 
1 2,067E-03 2,069E-03 -0,09 
6 1,814E-03 1,816E-03 -0,08 
Gráfica 16 
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Estudio de la Intersección entre dos capas de diferente material  
Análisis teórico 
Hasta ahora hemos visto el comportamiento de un cilindro cuando está sometido a una 
presión interna y al expandirse no encuentra ninguna retención exterior,  pero ¿qué le pasa a 
su estado tensional si se topa con otro cilindro que lo retiene en contra de su expansión? ¿Y 
cómo se comporta este segundo cilindro? ¿Y si éste es de diferente material?  
En este apartado, vamos a suponer que tenemos un cilindro concéntrico a otro (Figura 48), de 
manera que el diámetro exterior del primero coincide con el diámetro interior del segundo, 
aunque montados sin interferencia. En este caso, la presión externa del cilindro interior, se 
verá afectada por las tensiones ejercidas en la pared interna del cilindro exterior. 
 
En las ecuaciones anteriores hemos visto que hay unas condiciones de contorno A y B, pero 
ahora nos vemos afectados por otras dos variables de contorno, debido al nuevo material, que 
denominaremos C y D.  
Lo siguiente que vamos a ver es cómo son estas dos variables nuevas y esto nos permitirá 
seguir con nuestro análisis. 
  
Figura 48 
Estudio y simulación del estado tensional en recipientes de paredes gruesas 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
Fco. Javier Martínez Alsina - 64 - 
 
Determinación de “C” Y “D” (segundas condiciones de contorno) 
 









Y ahora añadimos C y D, que son dos condiciones extras proporcionadas por el cilindro exterior 
y lo haremos de la siguiente manera: 
𝑟
′ = 𝐶 −
𝐷
𝑟2
                                 




Como tenemos cuatro incógnitas y cuatro ecuaciones, necesitamos cuatro condiciones iniciales 
a cumplir, para poder resolver el sistema: 
 
1. – El radio interior del cilindro interno es conocido y es “ri”. La presión radial en este 
punto es “-Pi”, valor que coincide con la tensión radial 
r=ri  ; r=-Pi 
 
2. – El radio exterior del cilindro externo es conocido y es “r0”. Para este radio la tensión 
radial es nula.  
r=r0 ; r’=0 
 
3. – En el radio de intersección de materiales “rm”, las tensiones radiales son iguales. 
r=rm ; r=r’ 
 
4. – Y si los cilindros se montan sin interferencia mecánica, siendo E, E’,  y ’ los 
módulos de Young y los coeficientes de Poisson del cilindro interior y exterior. 
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Las ecuaciones que se desprenden de las condiciones son: 











2 = 𝐶 −
𝐷
𝑟𝑚




























































2 = 0 



































 1 +  
1
𝐸′



















Utilizaremos esta matriz para la resolución teórica de los ejercicios. 
A continuación vamos a ver un ejemplo donde pondremos en práctica estos conceptos.  
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Cálculo analítico 
Suponiendo que tenemos dos cilindros concéntricos de diámetros interior y exterior de 100 y 
110, y 110 y 140 mm respectivamente, vamos a encontrar r,  y sus condiciones de 
contorno, sometidos a una presión interna de 40 MPa.  El material interior va a ser aluminio y 
el segundo acero. 
 Aluminio Acero 
Módulo de Young [MPa]: 72000 210000 
Coeficiente de Poisson: 0.33 0.33 
Radio (interior-exterior) [mm]:  100-110 110-140 
 







 =  
1 −0,0001 0 0
0 0 1 −5,10𝐸 − 05
1 −8,26𝐸 − 05 −1 8,26𝐸 − 05








Y resolviéndola, hallamos los valores de A, B, C y D: 
A = 3,76 MPa 
B = 437635,71  MPa·mm2 
C = 52,28 MPa 
D = 1024678,86 MPa·mm2 
 
Quedando las ecuaciones tensionales de la siguiente manera: 
 




  𝑀𝑃𝑎                           = 3,76 +
437635,71
𝑟2
  𝑀𝑃𝑎 
 





   𝑀𝑃𝑎                     






Pi 40 [MPa] 
 
E 72000 [MPa] 
 
ro 140 [mm] 




E' 210000 [MPa] 
rm  110 [mm] 
    
' 0,33 
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Si escogemos unos puntos equidistantes a lo largo de cada sección y aplicamos las fórmulas 
anteriores, obtendremos los siguientes puntos particulares: 
Tabla 18 
 





Si nos fijamos en los datos marcados en azul, vemos que para la tensión radial hay una 
continuidad de tensión entre el cambio de un material a otro.  
No pasa lo mismo en el caso de la tensión tangencial, marcados en rojo, que pasan de 39.93 
MPa a 136.96 MPa. Esto significa un salto en la tensión y el segundo material se ve bastante 
más afectado. En este punto podríamos tener problemas con la integridad del mismo, 
pudiéndose producir daños estructurales. 
En general, si tuviéramos que realizar un estudio para la fabricación, ése sería un punto muy 





       
Punto r [mm] r [MPa]
 
Punto r [mm] r [MPa]
1 100 -40,00 
 
1 110 -32,40 
2 102 -38,30 
 
2 116 -23,87 
3 104 -36,70 
 
3 122 -16,56 
4 106 -35,19 
 
4 128 -10,26 
5 108 -33,76 
 
5 134 -4,79 
6 110 -32,40 
 
6 140 0,00 
       Punto r [mm]  [MPa]
 
Punto r [mm]  [MPa]
1 100 47,53 
 
1 110 136,96 
2 102 45,83 
 
2 116 128,43 
3 104 44,23 
 
3 122 121,12 
4 106 42,71 
 
4 128 114,82 
5 108 41,28 
 
5 134 109,35 
6 110 39,93 
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Comprobación del caso mediante ANSYS Multiphisics 
Preparación del problema 
Ahora vamos a simular el ejemplo, para ver si los resultados obtenidos son los esperados con 
lo calculado. Para ello tendremos que dibujar dos secciones diferentes, le aplicaremos 
diferentes materiales y estudiaremos el efecto que produce el uno sobre el otro.  
El elemento base de la malla va a ser el mismo que el utilizado anteriormente: 
 
El siguiente paso será definir los dos materiales con los que vamos a tratar. En el caso que nos 
ocupa, definiremos el primero con los parámetros del aluminio y el segundo con los del acero. 
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Crearemos dos áreas, la primera con un espesor de 10 mm y la segunda con uno de 30 mm.  
 Radios del primer material (Aluminio):  100 – 110 mm  












De esta manera nos queda la siguiente representación: 
Figura 51 
Figura 52 
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Creando dos anillos parciales, tendremos problemas de duplicación de líneas o puntos  en el 
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Comprobamos que la línea 7, al estar duplicada con la línea 8, ha desaparecido. 
Asociamos el material a cada área con la opción “Area Attributes”: 
Preprocessor/Meshing/Mesh Attributes/Picked Areas 
 
Asignamos el índice del material 
correspondiente al aluminio para el 
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Creamos la malla, restringimos el movimiento como hicimos en el primer ejercicio y le 
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Cálculo de la tensión radial 
 
En un análisis por contornos de la componente radial, en el resultado que se obtiene, no se 




El valor máximo es de aproximadamente cero y el valor mínimo empieza en aproximadamente 
- 40 MPa y el punto de intersección entre los dos materiales parece bastante lineal. 
En principio es correcto que no se vea ningún cambio, porque la tensión radial con la que 
acaba el primer cilindro es con la que comienza el segundo, pero no está tan claro la pendiente 
con las que estas se enlazan. Vamos a ver si con una representación gráfica observamos mejor 
que es lo que pasa. 
  
Figura 59 
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Si representamos gráficamente el resultado observamos un pequeño cambio en la trayectoria 
donde coincide el cambio de material. Aquí tenemos un punto singular. 
Efectivamente, el punto de unión entre las tensiones radiales de los dos materiales, coincide, 






       Punto r [mm] r [MPa]
 
Punto r [mm] r [MPa]
1 100 -40,00 
 
1 110 -32,40 
2 102 -38,30 
 
2 116 -23,87 
3 104 -36,70 
 
3 122 -16,56 
4 106 -35,19 
 
4 128 -10,26 
5 108 -33,76 
 
5 134 -4,79 
6 110 -32,40 
 
6 140 0,00 
 
Si observamos las tablas obtenidas con el método teórico, también vemos que el paso de un 
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Cálculo de la tensión tangencial 
 
En la siguiente figura, representamos la tensión ejercida por la componente tangencial. 
Si hacemos una inspección visual al análisis del contorno, vemos que el resultado difiere 
bastante al anterior y sí apreciamos un cambio en la zona de intersección, ya que el gradiente 
de colores no se mantiene. 
 
Si nos basamos en los colores, apreciamos que hay un salto del color azul, que comprende los 
valores aproximados entre 40 MPa y 50.7 MPa, al  color rojo que va de los 126.2 MPa a 137 
MPa y después va bajando hasta 104.6 MPa (color amarillo). 
Necesitamos de una herramienta que nos muestre más detalles de lo que estamos viendo y 
para ello pasamos a analizar el resultado con el etiquetado de rutas que nos permite la 
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Si hubiéramos aumentado el valor de la malla, en el punto singular veríamos que se hace cada 
vez más vertical, hasta el punto en que podemos deducir que es un cambio brusco en las 
tensiones. 
Para  las tensiones radiales, en el cambio de un material a otro, no nos deben preocupar 
demasiado, ya que el cambio se hace paulatinamente. 
Pero apreciamos que, las componentes tangenciales, sí son importantes y en un caso extremo 
nos podrían aparecer grietas en el material debido a esas tensiones. Es por decirlo de alguna 








 Punto r [mm]  [MPa]
 
Punto r [mm]  [MPa]
1 100 47,53 
 
1 110 136,96 
2 102 45,83 
 
2 116 128,43 
3 104 44,23 
 
3 122 121,12 
4 106 42,71 
 
4 128 114,82 
5 108 41,28 
 
5 134 109,35 
6 110 39,93 
 
6 140 104,56 
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Comprobación del caso mediante Workbench 
Selección de materiales y mallado 
Desde “Engineering Data” seleccionamos el material que vamos a utilizar y le asignamos el 
módulo de Young y el coeficiente de Poisson al aluminio, ya que por defecto viene con unos 
parámetros diferentes, pertenecientes a un aluminio para la construcción. 
 
El del acero lo dejamos igual: 
 Figura 65 
Figura 64 
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Realizamos la geometría y una vez finalizada nos queda como se muestra en la Figura 67 
donde se aprecia que hay una zona de contacto y se diferencia en color los dos tipos de 
materiales diferentes. 
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Hacemos la división de las mallas para cada objeto por separado y queda perfectamente 






También podemos ver en la Figura 68 cómo 
se representa un “camino” por el que se 
efectuará el análisis. A este camino, dijimos 





En los siguientes apartados, comprobaremos si la mejora es sólo visual o también tiene efecto 
en los análisis realizados, aunque sólo por comodidad ya merece la pena trabajar con este 
programa.  
Vamos a seguir los mismos pasos que en los apartados anteriores, tensión radial, tangencial…  
Figura 69 
Figura 68 
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Simulación de la tensión radial 
 
Representamos la figura y la gráfica de la tensión radial. 
 
 
Vemos que la representación gráfica de la tensión radial es bastante fiel a los resultados 
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Simulación de la tensión tangencial 
 





Otra de las ventajas de este programa, es que permite la exportación de los datos 
representados gráficamente, en una tabla de Excel similar a la siguiente: 
 
Gráfica 20 
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 Length [mm] Value [MPa] 
  
Length [mm] Value [MPa] 
1 0 47,586 
 
26 20,833 122,79 
2 0,83333 46,805 
 
27 21,667 121,74 
3 1,6667 46,059 
 
28 22,5 120,71 
4 2,5 45,329 
 
29 23,333 119,7 
5 3,3333 44,616 
 
30 24,167 118,72 
6 4,1667 43,918 
 
31 25 117,75 
7 5 43,229 
 
32 25,833 116,81 
8 5,8333 42,52 
 
33 26,667 115,89 
9 6,6667 41,83 
 
34 27,5 114,98 
10 7,5 41,162 
 
35 28,333 114,09 
11 8,3333 40,485 
 
36 29,167 113,22 
12 9,1667 39,828 
 
37 30 112,36 
13 10 138,84 
 
38 30,833 111,52 
14 10,833 137,51 
 
39 31,667 110,7 
15 11,667 136,06 
 
40 32,5 109,89 
16 12,5 134,67 
 
41 33,333 109,09 
17 13,333 133,36 
 
42 34,167 108,31 
18 14,167 132,07 
 
43 35 107,54 
19 15 130,82 
 
44 35,833 106,79 
20 15,833 129,6 
 
45 36,667 106,04 
21 16,667 128,4 
 
46 37,5 105,31 
22 17,5 127,23 
 
47 38,333 104,59 
23 18,333 126,09 
 
48 39,167 103,87 
24 19,167 124,96 
 
49 40 103,18 
25 20 123,87 
     
Donde hemos marcado con una raya discontinua donde se produce el cambio de material. 
No hemos podido controlar el número de decimales que se muestran. Pero sí se puede elegir 
el número de muestras que se quieren hacer. Hemos considerado que ya era correcto tal y 
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De aquí se pueden sacar los valores con más exactitud que antes. Combinando los cálculos 




El programa no puede representar dos valores distintos para el mismo punto, por eso hemos 
marcado en rosa donde debería ir el resultado del diámetro 110 para el cilindro interior. 
Lo que observamos en esta tabla es que como mucho nos equivocamos en un 1,37 % al hacer 
el análisis en el punto coincidente y en el extremo exterior del cilindro. 
Otro punto a destacar, es que según los datos calculados, si cogemos los valores A y B o C y D, 
en el punto 110 tenemos dos valores totalmente distintos, por lo demás no hay anomalías.  
  
      




Punto r [mm]  [MPa]  [MPa] [%] de error 
A [MPa] 3,76 
 





2 102,5 45,42 45,33 0,20 
C [MPa] 52,28 
 





4 107,5 41,63 41,16 1,13 
    
5 110 39,93     
         
         
    
Punto r [mm]  [MPa]  [MPa] [%] de error 
    
7 110 136,96 138,84 -1,37 
    
8 112,5 133,24 134,67 -1,07 
    
9 115 129,76 130,82 -0,82 
    
10 117,5 126,50 127,23 -0,58 
    
11 120 123,44 123,87 -0,35 
    
12 122,5 120,56 120,71 -0,12 
    
13 125 117,86 117,75 0,09 
    
14 127,5 115,31 114,98 0,29 
    
15 130 112,91 112,36 0,49 
    
16 132,5 110,65 109,89 0,68 
    
17 135 108,50 107,54 0,89 
    
18 137,5 106,48 105,31 1,10 
    
19 140 104,56 103,18 1,32 
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MODELADO EN 3D 
En la modelización 3D tenemos que tener en cuenta, a parte de las tensiones radiales y 
tangenciales, la tensión axial que estudiaremos en el siguiente apartado. Además se nos brinda 
un método para detectar si hemos entrado en zona de plasticidad, llamado “criterio de Von 
Mises”, que veremos después del apartado de la tensión axial. 
Cálculo de la tensión axial 
Vamos a calcular la tensión axial y para ello vamos a imaginar que nos situamos en la mitad del 
cilindro y hacemos un corte imaginario. Con presión en el interior del cilindro, habrá un 











         y si 𝑘 =
𝑟𝑜
𝑟𝑖
                 𝑧 =
𝑃𝑖
𝑘2 − 1
 ecuación 23 
 







 𝑟 +   𝑟 =
𝑃𝑖





    =
𝑃𝑖




























𝐸 𝑘2 − 1 
 𝑧 =
𝑃𝑖 1− 2 
𝐸(𝑘2 − 1)
 ecuación 24 
 









  ecuación 25 









  ecuación 26 





 ecuación 23 
   
 
𝑧 =
𝑃𝑖 1− 2 
𝐸(𝑘2 − 1)
 ecuación 24 
 
Ahora pasaremos a estudiar el criterio de Von Mises.  
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Criterio de VON MISES 
(Fundación Wikimedia, Inc., 2011) 
El criterio de Von Mises, es un criterio de referencia en materiales dúctiles para determinar si 
el material ha superado el límite elástico o lo que es lo mismo, si estamos en zona de 
plasticidad. Este criterio se considera como un refinamiemiento del criterio de Tresca.  A veces 
la teoría de fallo elástico basada en la tensión de Von Mises es conocida como teoría de 
Maxwell-Huber-Hencky-von Mises debido a que sus predecesores ya la iniciaron. 
El criterio de Tresca establece que un elemento estructural falla cuando en alguno de sus 







Von Mises establece que un elemento estructural empieza a plastificar cuando en alguno de 





En términos de tensiones este criterio puede escribirse sencillamente en términos de la 
llamada tensión de Von Mises como: 
 
𝑉𝑀 =  
 1 − 2 
2 +  2 − 3 
2 +  3 − 1 
2
2
≥ 𝑦 ecuación 27 
 
Haciendo un pequeño resumen de los apartados anteriores, podemos decir que un cuerpo 
elástico que está sujeto a un sistema de cargas en 3 dimensiones, se desarrollan una serie de 
tensiones que actúan de manera local en distintas direcciones y cuya magnitud y 
dirección cambia de punto a punto. 
El criterio de Von Mises es un valor que tiene en cuenta las múltiples combinaciones de las 
cargas que actúan sobre un cuerpo y obtiene un índice que determina el punto o los puntos 
donde es más posible que ocurra una deformación permanente en el material analizado. En 
ingeniería de estructuras se usa el criterio de Von Mises en el contexto de  las teorías de fallo 
como indicador de un buen diseño para materiales dúctiles.  Nos permite determinar si los 
esfuerzos que se producen sobre el material son permisibles, o entramos en una zona de 
deformación permanente.  
Este criterio sólo la aplicamos en el estudio de 3D donde podemos hacer una longitud del tubo 
suficientemente larga para que tenga sentido. 
Donde: 
max: Tensión cortante máxima 
y: Tensión de límite elástico 
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Estudio de las tensiones y deformaciones en un cilindro en 3D 
La metodología que vamos a seguir va a ser la utilizada hasta ahora, con la salvedad de que al 
haber explicado la mayoría conceptos necesarios para la representación de figuras, vamos a 
poder avanzar más rápidamente, omitiendo aquellos pasos ya realizados y explicando sólo 
aquellos otros en que se difiera respecto a todo lo anterior. 
 
Comprobación del caso con ANSYS Multiphisics 
 
A continuación nos disponemos a realizar el estudio de las tensiones y deformaciones en un 
cilindro desarrollado en 3 dimensiones. Como referencia utilizaremos los cálculos realizados en 
los ejercicios anteriores. 
El objetivo real de este apartado, aparte de comprobar que los resultados anteriores se 
mantienen, es el de incorporar el criterio de Von Misses, ya que ahora no trabajaremos en un 
estado plano de tensiones y lo podremos aplicar, junto con la tensión axial. 
A diferencia con los anteriores ejercicios, ahora al crear el tipo de elemento, dentro de 
opciones en vez de seleccionar “Plane Stress” seleccionaremos “Axisymmetric”, lo que nos 









Como este es un programa que para hacer los 3D se basa en ejes de simetría, vamos a 
empezar haciendo una figura que pueda ser simétrica con respecto a un eje, por ejemplo el eje 
“Z”.  
Figura 70 
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Crearemos el siguiente modelo con puntos, líneas y semi-círculos: 
 
Si tenemos problemas de duplicidad de líneas o “keypoints”, los unificaremos con la opción 
“Merge Items”: 
Numbering Ctrls/Merge Items 
 
Creamos las áreas y definimos la malla como hicimos anteriormente: 
Figura 72 
Figura 71 
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Definimos las cargas limitando el movimiento en ”X” e “Y”, y definimos la presión interior 
constante  en 40 MPa. 
 
Creamos un nuevo sistema de coordenadas local, en base al cual realizaremos la presentación 
de los cálculos posteriores: 
Figura 74 
Figura 73 
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Menú/WorkPlane/Local Coordinate System/Create Local CS/At Specified Loc + 
 
Después iniciamos un nuevo análisis estático y ejecutaremos “solve/current LS”. 
Una vez acabado el cálculo, nos vamos a “Options for output“ seleccionaremos el nuevo 
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Tensión radial 
Creamos una etiqueta en el eje “X” le asignamos la visualización de la tensión radial. La gráfica 
para la tensión radial la representamos a continuación: 
 
Tensión tangencial 
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Vemos que los resultados son los mismos que los obtenidos en el primer ejemplo. Pero si 
intentamos ver el resultado por contornos, los valores no parecen adecuarse. Esto es debido a 
que la escala en toda la pieza ha variado debido a que hay  puntos como las esquinas que 
poseen valores muy diferentes de las tensiones, pero no son objeto de nuestro estudio. 
 
Tensión equivalente 
Representamos la tensión equivalente: 
 
La tensión equivalente va de 72.145 a 141.344 MPa. Si aplicamos la fórmula de Von Mises 
tendremos una tabla en el que vemos que el error en los extremos es muy pequeño.: 
Tabla 23 
r r  z eq Valor Error 
[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] gráfica [%] 
100 -40,00 123,33 41,67 141,45 141,34 0,076 
110 -25,83 109,16 41,67 116,90    
120 -15,05 98,38 41,67 98,23    
130 -6,66 89,99 41,67 83,70    
140 0,00 83,33 41,67 72,17 72,14 0,033 
 
Pero tenemos que tener en cuenta que la tensión axial aplicada es la calculada en 2D, ahora 
veremos la diferencia que cometemos con esta tensión.  
Gráfica 23 
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Tensión axial 
Generamos una etiqueta para ver que tensión axial tenemos en el borde del cilindro: 
 
Creamos una tabla con los valores de la gráfica y vemos el tanto por ciento de error: 
Tabla 24 
Valor en 2D Valor de gráfica 
z z Error 
[MPa] [MPa] [%] 
41,667 41,681 -0,034 
41,667 41,678 -0,027 
41,667 41,675 -0,020 
41,667 41,672 -0,013 
41,667 41,669 -0,006 
41,667 41,666 0,002 
41,667 41,663 0,009 
41,667 41,660 0,016 
41,667 41,657 0,023 
41,667 41,654 0,030 
41,667 41,651 0,038 
 
El error cometido máximo, en nuestro caso, es de 0.038 %, por lo que damos por válidos los 
resultados que se hayan obtenido con la aplicación del valor en 2D, ya que como vemos en la 
gráfica es un valor medio. 
  
Gráfica 24 
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La conclusión que extraemos es que el resultado proporcionado es correcto para una porción 
suficientemente alejada de las tapas, pero debemos tener cuidado con la interpretación del 
resultado y en especial con la representación en 3D debida a que otras zonas con puntos 
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Deformación radial 
Representamos la figura por contornos y la gráfica de la deformación radial: 
 
 
La variación de la deformación radial en este caso, no es mucha, por lo que se aceptan los 
valores encontrados en el apartado que estudiábamos los ejercicios en 2D. Lo podemos 
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Punto   r [mm] r [mm]
1 5,85E-04 100,00 0,0585 
2 4,95E-04 110,00 0,0544 
3 4,27E-04 120,00 0,0512 
4 3,74E-04 130,00 0,0486 
5 3,31E-04 140,00 0,0464 
 
 
Comprobación del caso  mediante Workbench 
Hemos dibujado el mismo cilindro que en el caso anterior para comprobar las diferencias entre 
hacerlo con un sistema y otro. De momento todo va como era de esperar. 
 
El mallado de las paredes exteriores se nos ha complicado un poco, pero hemos tenido más 
dedicación en donde coincide con la sección, ya que ese es nuestro punto de estudio. 
Puede que hubiera tenido más sentido hacer un cilindro completo, pero de este modo 
podemos seguir con el ejercicio previo hecho en Multiphisics. 
  
Figura 79 
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Simulación de la tensión radial 
Representamos la tensión radial: 
 
En el punto de interés, sólo hay dos colores que no permiten ver el resultado que deseamos, 
por eso, creamos un camino y representamos la siguiente gráfica: 
 
Comparando con el ejercicio de Multiphisics hay un error máximo del 0.197 % para el valor de 
-40.017 MPa.  
Gráfica 26 
Figura 80 
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Simulación de la tensión tangencial 
En la representación de la tensión tangencial vemos aun más claro que el resultado de la 
escala de la figura sólo nos da una idea de dónde se producen las cargas, pero no podemos 
obtener valores si no trazamos un camino. 
 
En la gráfica hemos trazado ese camino para ver el resultado comparado con el ejercicio hecho 
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Cálculo de la tensión axial  
 
Representamos la gráfica de la tensión axial  Gráfica 28 y parece ser que no tiene una relación 
lógica, aunque el valor medio ronda los 41.67 MPa calculados. 
 
Ahora vamos a utilizar la misma gráfica anterior y vamos a sustituir el valor de esta tensión 
axial por la fija calculada (véase la tabla de la página siguiente). Es decir, de la columna C2 a la 
C5 son valores calculados. La C6 y la C7 son los valores de las gráficas, exportadas a Excel y la 
C9 (ver Tabla 25 siguiente) es la misma que la C5, pero utilizando el valor de la tensión axial de 
la gráfica en vez del que habíamos calculado en el estado plano de tensiones.  
El error en la tensión equivalente cogiendo aquel valor o el proporcionado por la gráfica, es de 
un máximo de -4,112E-08 MPa, es decir muy próximo a cero. 
Gráfica 28 
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 
 
C7 C8 C9 
 
Calculado Calculado Calculado Calculado Gráfica 
 
Gráfica Final 
 r r   z eq  eq 

z eq  Error % 
[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] 
 
[MPa] [MPa] 
 100,000 -40,000 123,333 41,667 141,451 141,330 
 
41,718 141,451 0,000 
100,833 -38,656 121,989 41,667 139,122 139,170 
 
41,710 139,122 0,000 
101,667 -37,344 120,678 41,667 136,851 137,010 
 
41,702 136,851 0,000 
102,500 -36,065 119,398 41,667 134,635 134,840 
 
41,694 134,635 0,000 
103,333 -34,816 118,150 41,667 132,472 132,680 
 
41,687 132,472 0,000 
104,167 -33,597 116,931 41,667 130,361 130,550 
 
41,677 130,361 0,000 
105,000 -32,407 115,741 41,667 128,300 128,570 
 
41,660 128,300 0,000 
105,833 -31,246 114,579 41,667 126,288 126,590 
 
41,644 126,288 0,000 
106,667 -30,111 113,444 41,667 124,322 124,600 
 
41,627 124,322 0,000 
107,500 -29,002 112,335 41,667 122,402 122,620 
 
41,611 122,402 0,000 
108,333 -27,919 111,253 41,667 120,526 120,720 
 
41,605 120,526 0,000 
109,167 -26,861 110,194 41,667 118,693 118,960 
 
41,615 118,693 0,000 
110,000 -25,826 109,160 41,667 116,902 117,190 
 
41,626 116,902 0,000 
110,833 -24,816 108,149 41,667 115,151 115,430 
 
41,636 115,151 0,000 
111,667 -23,826 107,160 41,667 113,437 113,660 
 
41,647 113,437 0,000 
112,500 -22,860 106,193 41,667 111,764 112,000 
 
41,652 111,764 0,000 
113,333 -21,915 105,248 41,667 110,127 110,420 
 
41,654 110,127 0,000 
114,167 -20,989 104,323 41,667 108,524 108,840 
 
41,655 108,524 0,000 
115,000 -20,085 103,418 41,667 106,957 107,250 
 
41,657 106,957 0,000 
115,833 -19,200 102,533 41,667 105,424 105,670 
 
41,659 105,424 0,000 
116,667 -18,333 101,666 41,667 103,922 104,190 
 
41,648 103,922 0,000 
117,500 -17,485 100,819 41,667 102,454 102,730 
 
41,634 102,454 0,000 
118,333 -16,655 99,989 41,667 101,017 101,280 
 
41,619 101,017 0,000 
119,167 -15,842 99,175 41,667 99,608 99,822 
 
41,605 99,608 0,000 
120,000 -15,046 98,380 41,667 98,230 98,367 
 
41,591 98,230 0,000 
120,833 -14,267 97,600 41,667 96,880 97,074 
 
41,609 96,880 0,000 
121,667 -13,503 96,836 41,667 95,556 95,782 
 
41,628 95,556 0,000 
122,500 -12,755 96,088 41,667 94,261 94,489 
 
41,646 94,261 0,000 
123,333 -12,022 95,356 41,667 92,992 93,196 
 
41,664 92,992 0,000 
124,167 -11,304 94,637 41,667 91,747 91,925 
 
41,679 91,747 0,000 
125,000 -10,600 93,933 41,667 90,529 90,744 
 
41,681 90,529 0,000 
125,833 -9,910 93,244 41,667 89,334 89,564 
 
41,683 89,334 0,000 
126,667 -9,233 92,567 41,667 88,161 88,383 
 
41,685 88,161 0,000 
127,500 -8,570 91,904 41,667 87,013 87,202 
 
41,687 87,013 0,000 
128,333 -7,920 91,254 41,667 85,887 86,063 
 
41,689 85,887 0,000 
129,167 -7,282 90,615 41,667 84,782 84,986 
 
41,690 84,782 0,000 
130,000 -6,657 89,990 41,667 83,699 83,909 
 
41,692 83,699 0,000 
130,833 -6,043 89,377 41,667 82,636 82,833 
 
41,694 82,636 0,000 
131,667 -5,441 88,774 41,667 81,593 81,756 
 
41,696 81,593 0,000 
132,500 -4,850 88,184 41,667 80,570 80,733 
 
41,687 80,570 0,000 
133,333 -4,271 87,604 41,667 79,566 79,744 
 
41,673 79,566 0,000 
134,167 -3,702 87,035 41,667 78,580 78,756 
 
41,658 78,580 0,000 
135,000 -3,144 86,477 41,667 77,614 77,767 
 
41,643 77,614 0,000 
135,833 -2,596 85,929 41,667 76,665 76,779 
 
41,628 76,665 0,000 
136,667 -2,057 85,390 41,667 75,732 75,874 
 
41,622 75,732 0,000 
137,500 -1,529 84,862 41,667 74,817 74,991 
 
41,619 74,817 0,000 
138,333 -1,010 84,344 41,667 73,919 74,107 
 
41,615 73,919 0,000 
139,167 -0,500 83,834 41,667 73,035 73,223 
 
41,612 73,035 0,000 
140,000 0,000 83,333 41,667 72,169 72,340 
 
41,608 72,169 0,000 
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Cálculo de la tensión equivalente 
 
 
Al igual que hicimos en la Tabla 21, buscamos los puntos de interés y los aplicamos, pero ahora 
lo vamos a hacer al revés. Utilizaremos los valores de la exportación de la gráfica y aplicaremos 
las fórmulas de cálculo. En la siguiente tabla, de C2 a C5 representamos los cálculos teóricos 
anteriores, en C6 los valores exportados de la tabla y en C7 el error producido entre las 
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Tabla 26 
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 
 
Calculado Calculado Calculado Calculado Gráfica 
 r r   z eq  eq  Error % 
[mm] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] 
 100 -40,000 123,333 41,67 141,45 141,33 0,085 
100,8333 -38,656 121,99 41,67 139,12 139,17 -0,034 
101,6667 -37,344 120,68 41,67 136,85 137,01 -0,116 
102,5 -36,065 119,40 41,67 134,63 134,84 -0,152 
103,3333 -34,816 118,150 41,67 132,47 132,68 -0,157 
104,1667 -33,597 116,93 41,67 130,36 130,55 -0,145 
105 -32,407 115,741 41,67 128,30 128,57 -0,210 
105,8333 -31,246 114,58 41,67 126,29 126,59 -0,239 
106,6667 -30,111 113,444 41,67 124,32 124,6 -0,224 
107,5 -29,002 112,34 41,67 122,40 122,62 -0,178 
108,3333 -27,919 111,253 41,67 120,53 120,72 -0,161 
109,1667 -26,861 110,19 41,67 118,69 118,96 -0,225 
110 -25,826 109,160 41,67 116,90 117,19 -0,247 
110,833 -24,816 108,15 41,67 115,15 115,43 -0,242 
111,667 -23,826 107,160 41,67 113,44 113,66 -0,196 
112,5 -22,860 106,19 41,67 111,76 112 -0,212 
113,333 -21,915 105,248 41,67 110,13 110,42 -0,266 
114,167 -20,989 104,32 41,67 108,52 108,84 -0,292 
115 -20,085 103,418 41,67 106,96 107,25 -0,274 
115,833 -19,200 102,53 41,67 105,42 105,67 -0,233 
116,667 -18,333 101,666 41,67 103,92 104,19 -0,257 
117,5 -17,485 100,82 41,67 102,45 102,73 -0,269 
118,333 -16,655 99,989 41,67 101,02 101,28 -0,261 
119,167 -15,842 99,18 41,67 99,61 99,822 -0,215 
120 -15,046 98,380 41,67 98,23 98,367 -0,140 
120,833 -14,267 97,60 41,67 96,88 97,074 -0,200 
121,667 -13,503 96,836 41,67 95,56 95,782 -0,236 
122,5 -12,755 96,09 41,67 94,26 94,489 -0,242 
123,333 -12,022 95,356 41,67 92,99 93,196 -0,219 
124,167 -11,304 94,64 41,67 91,75 91,925 -0,194 
125 -10,600 93,933 41,67 90,53 90,744 -0,238 
125,833 -9,910 93,24 41,67 89,33 89,564 -0,258 
126,667 -9,233 92,567 41,67 88,16 88,383 -0,251 
127,5 -8,570 91,90 41,67 87,01 87,202 -0,217 
128,333 -7,920 91,254 41,67 85,89 86,063 -0,205 
129,167 -7,282 90,62 41,67 84,78 84,986 -0,241 
130 -6,657 89,990 41,67 83,70 83,909 -0,251 
130,833 -6,043 89,38 41,67 82,64 82,833 -0,238 
131,667 -5,441 88,774 41,67 81,59 81,756 -0,200 
132,5 -4,850 88,18 41,67 80,57 80,733 -0,202 
133,333 -4,271 87,604 41,67 79,57 79,744 -0,223 
134,167 -3,702 87,04 41,67 78,58 78,756 -0,224 
135 -3,144 86,477 41,67 77,61 77,767 -0,198 
135,833 -2,596 85,93 41,67 76,66 76,779 -0,149 
136,667 -2,057 85,390 41,67 75,73 75,874 -0,188 
137,5 -1,529 84,86 41,67 74,82 74,991 -0,233 
138,333 -1,010 84,344 41,67 73,92 74,107 -0,255 
139,167 -0,500 83,83 41,67 73,04 73,223 -0,257 
140 0,000 83,333 41,67 72,17 72,34 -0,237 
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Estudio de las tensiones y deformaciones en una esfera en 3D  
En este capítulo, vamos a hacer el estudio de una geometría diferente a la del cilindro, como es 
el de una esfera. Primero analizaremos cómo se comportan las tensiones, que en este caso 
debemos observar que la axial y la tangencial son iguales al ser una figura simétrica en sus tres 
ejes y luego haremos la simulación. 
Análisis teórico 
Ecuación de equilibrio 
Calculamos la ecuación de equilibrio porque ahora las tensiones implicadas han cambiado. El 
modelo que vamos a seguir es el mostrado en la Figura 83. En una esfera, la tensión axial y 
tangencial, son las mismas. 
 
Así pues, comenzamos por plantear la ecuación de equilibrio en la dirección radial, 
 𝐹𝑟 =  𝑟 + 𝑑𝑟 
2 · 𝑑2 ·  𝑟 +
𝑑𝑟
𝑑𝑟





Simplificando el término de d todos los sumandos, 
 𝐹𝑟 =  𝑟 + 𝑑𝑟 
2 ·  𝑟 +
𝑑𝑟
𝑑𝑟
· 𝑑𝑟 − 𝑟2 · 𝑟 − 2𝑟 · 𝑑𝑟 ·  = 0 
Operando, 
 𝐹𝑟 =  𝑟
2 + 2𝑟 · 𝑑𝑟+ 𝑑2𝑟 ·  𝑟 +
𝑑𝑟
𝑑𝑟
· 𝑑𝑟 − 𝑟2 · 𝑟 − 2𝑟 · 𝑑𝑟 ·  = 0 
Figura 83 
Estudio y simulación del estado tensional en recipientes de paredes gruesas 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
Fco. Javier Martínez Alsina - 104 -  
 
 𝐹𝑟 = 𝑟











· 𝑑3𝑟− 𝑟2 · 𝑟 − 2𝑟 · 𝑑𝑟 ·  = 0 
Despreciando los diferenciales de orden superior a la unidad nos queda, 




· 𝑑𝑟 − 2𝑟 · 𝑑𝑟 ·  = 0 
Simplificando el término de “r·dr”, 
 𝑭𝒓 = 𝟐 · 𝒓 + 𝒓
𝒅𝒓
𝒅𝒓











2 ·  𝑟 −  
𝑟





Deformación unitaria radial 











Pero en una esfera tenemos que la tensión unitaria tangencial es la misma que la axial, por lo 
























 ecuación 29 
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Deformación unitaria tangencial 











Al igual que en el caso anterior, debido a que la tensión axial y tangencial son iguales esta 































 ecuación 31 
 
A partir de esta expresión,  
 −  · −  · 𝑟 = 𝐸 ·
𝑢
𝑟
























































  1 +  ·  𝑟 −     
 




𝟐 · (𝝈𝒓 −𝝈)
𝒓
= 𝟎  
𝒅𝝈𝒓
𝒅𝒓
= −  
𝟐 · (𝝈𝒓− 𝝈)
𝒓
 ecuación 32 
 












  1 +  ·  𝑟 −     










 𝑟 −  
𝑟
 ecuación 33 
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  𝑑𝜎𝑟 = −2𝑑 
 
E integrando, 𝑑𝜎𝑟 = −2  𝑑   
 𝜎𝑟 = −2− 3A ecuación 34 
 




 −2 − 3A−  
𝑟
 = − 
−3 − 3A
𝑟
 =  
−3
𝑟
  + A   
𝑑






E integrando de nuevo,  
𝑑




= 𝐿𝑛 𝐾 + 𝐿𝑛𝐵= 𝐿𝑛  + A + 𝐿𝑛𝐵 
 
Entonces,   + A = K y 𝑑 = dK 
 
Por consiguiente, 
Ln  + A + Ln B = −3 · Ln r  Ln   + A · B = Ln r










− A ecuación 35 
 
Sustituyendo la ecuación 35 en la ecuación 34, 
𝜎𝑟 = −2− 3A = −2 
1
𝐵 · 𝑟3






𝜎𝑟 = − 
2
B · r3
+ A  ecuación 36 
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Condiciones de contorno 
Establecemos las mismas condiciones que teníamos anteriormente: 
𝑟 = 𝑟𝑖  𝑟 = −𝑃𝑖 −𝑃𝑖 = − 
2
B · ri
3 + A  ecuación 37 
    
𝑟 = 𝑟0  𝑟 = 0 0 = − 
2
B · ro
3 + A  ecuación 38 
 






























































3 ecuación 40 
 






































































3 ·  𝑟0
3 + 2𝑟3 
2 · 𝑟3( 𝑟0
3− 𝑟𝑖
3)
 ecuación 41 
 
r = −2 · − 3A = −
Pi · ri
3 ·  r0
3− 2r3 










3 ·  r0
3− 2r3 













3 + Pi · ri
3 · r3







3 ·  𝑟0




 ecuación 42 
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Tensión tangencial en función del espesor de la pared  
En este apartado resolveremos la simplificación para espesores finos. 
Recuperando la ecuación 41, 
 =
𝑃𝑖 · 𝑟𝑖
3 ·  𝑟0
3 + 2𝑟3 




considerando que el radio exterior es el interior más el espesor   𝑟0 = 𝑟𝑖 + 𝑒 
 
Desarrollando   
𝑟0
3 =  𝑟𝑖 + 𝑒 
3 = 𝑟𝑖
3 + 3𝑒𝑟𝑖





























































+ 2  
ecuación 43 
 







Y a partir de esta expresión, podemos despreciar los cocientes 
𝑒
𝑟𝑖



















 ecuación 44 
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Pi = 40 MPa
1 2 3 4 5
Cálculo analítico 
Como ejemplo práctico vamos a hacer una esfera de radio interior 100 y exterior 140 mm. En 




















Mediante la ecuación 42 podemos hallar la tensión radial, 
𝑟 =
−𝑃𝑖 · 𝑟𝑖
3 ·  𝑟0

























Dando valores al radio y presentándolo en forma de tabla tendremos, 
 
Punto r [mm] r [MPa]
1 100 -40,00 
2 110 -24,35 
3 120 -13,49 
4 130 -5,71 
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Tensión tangencial 




3 ·  𝑟0
3 + 2𝑟3 




















Punto r [mm]  [MPa]
1 100 54,40 
2 110 46,58 
3 120 41,15 
4 130 37,26 







Ahora aplicamos la ecuación 27 para hallar la tensión de Von Mises, 
𝑒𝑞𝑣 =  
1
2
   − 𝑟 









Punto r [mm] eqv [MPa]
1 110 94,40 
2 116 70,93 
3 122 54,63 
4 128 42,97 
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Deformación unitaria Tangencial y deformación radial 
 
Para encontrar la deformación unitaria tangencial aplicaremos la ecuación 30 y para la 








  + 𝑟  
∆𝑟 =  · 𝑟 
 
Dando valores numéricos, obtenemos la siguiente tabla: 
Punto r [mm]   r [mm]
1 100 2,364E-04 0,0236 
2 110 1,869E-04 0,0206 
3 120 1,525E-04 0,0183 
4 130 1,278E-04 0,0166 
5 140 1,098E-04 0,0154 
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Comprobación del caso mediante ANSYS Multiphisics 
Planteamiento del problema 
El planteamiento inicial del problema, es similar a la del cilindro. 
Dibujamos un sector, le aplicamos las restricciones y la presión interior: 
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Si hacemos una simulación en 3D de la tensión radial, obtenemos la siguiente figura: 
 
Esta figura puede confundir debido a que al estar en números negativos la escala de colores va 
al revés, como puede haber pasado en algún caso anterior. El símbolo sólo indica la dirección 
en que la tensión se aplica y el programa no lo interpreta de esta forma debido a que sólo 
muestra valores numéricos. 
 
El siguiente paso, aunque menos visual, es el más interesante. Creamos una etiqueta y 
representamos gráficamente la tensión radial. Vemos el comportamiento y lo podemos 
comparar con los cálculos que hemos realizado anteriormente. 
Figura 87 
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Si comparamos con los resultados obtenidos en el apartado del cálculo analítico vemos que 
son prácticamente iguales. 
 
Punto r [mm] r [MPa]
1 100 -40,00 
2 110 -24,35 
3 120 -13,49 
4 130 -5,71 





El resultado obtenido es muy gratificante ya que coincide casi a la perfección. El pequeño error 
que se aprecia es debido a la distribución de la malla. 













100 110 120 130 140
r [MPa]
Gráfica 34 
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Como en el apartado anterior representamos la distribución de tensiones en la esfera. 
 
 
A primera vista, todo parece coherente. Los valores de más tensión aparecen en rojo y de 
mayor a menor conforme nos alejamos del centro.  
Viendo la escala inferior de la Figura 88 y comparándola con los valores numéricos obtenidos 
anteriormente para la tensión tangencial, ya vemos que la representación es bastante fiel a lo 
esperado, pero veamos que pasa mediante una gráfica.  
 
Vamos a hacer lo mismo que en casos anteriores y compararemos los resultados obtenidos en 
ANSYS con la gráfica de Excel del cálculo analítico. 
  
Figura 88 
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Punto r [mm]  [MPa]
1 100 54,40 
2 110 46,58 
3 120 41,15 
4 130 37,26 





De momento, todos los resultados van coincidiendo con lo esperado. Vamos a ver qué pasa 













100 110 120 130 140
[MPa]
Gráfica 36 
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Tensión de Von Mises 
Representamos la tensión equivalente con el “Nodal Solution”. 
 
La tensión de Von Mises visualizada en formas de capas, también siguen una distribución 
coherente, de mayor a menor según nos alejamos del centro. Viendo los valores numéricos de 
la escala inferior y comparándolos con los obtenidos en los cálculos analíticos, también 
coinciden. Para asegurarnos, hacemos lo mismo que en los apartados anteriores y pasamos a 
la interpretación gráfica. Para la creación de la etiqueta seleccionaremos “Von Mises SEQV” 
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Punto r [mm] eqv [MPa] 
1 110 94,40 
2 116 70,93 
3 122 54,63 
4 128 42,97 












100 110 120 130 140
eqv[MPa]
Gráfica 38 
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Deformación radial 
En la Figura 91 se muestra la deformación que tiene lugar al ejercer una presión interior en la 
esfera. 
 
Vemos que la deformación es mayor en el interior que en el exterior y los valores numéricos 
coinciden con lo que esperábamos.  
Para la elección de la etiqueta, se escoge la deformación en el eje correspondiente a la 
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Todos los valores obtenidos en estos apartados de simulación con ANSYS nos han coincidido 
con lo esperado teóricamente, por lo que nos proporciona un grado de confianza alto en la 
utilización de estos métodos para el cálculo por software, pero por lo general debemos hacer 
las comprobaciones previas para asegurarnos que el diseño se ha hecho de forma correcta. 
Punto r [mm]   r [mm]
1 100 2,364E-04 0,0236 
2 110 1,869E-04 0,0206 
3 120 1,525E-04 0,0183 
4 130 1,278E-04 0,0166 













100 110 120 130 140
r [mm]
Gráfica 40 
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Comprobación del caso mediante Worbench 
 
Como se puede ver en la Figura 93, al tratarse de una esfera, hemos tenido algunos problemas 
al crear la malla. Las paredes interiores y exteriores se han dejado a la elección del programa. 
La parte seccionada, que es la de nuestro interés, como no se ha conseguido una división 
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Cálculo de la tensión radial 
Representamos la figura por contornos de la tensión radial y su representación gráfica. 
 





Punto r [mm] r [MPa] r [MPa] Error [%] 
1 100 -40,00 -39,61 0,97 
2 110 -24,35 -24,12 0,92 
3 120 -13,49 -13,55 -0,49 
4 130 -5,71 -5,71 -0,04 
5 140 0,00 0,12 0,12 
Gráfica 41 
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Tensión tangencial 
Ahora representamos la figura por contornos us la gráfica de la tensión tangencial.  
 





Punto r [mm]  [MPa]  [MPa] Error [%] 
1 100 54,40 54,37 0,06 
2 110 46,58 46,60 -0,05 
3 120 41,15 41,20 -0,14 
4 130 37,26 37,20 0,16 
5 140 34,40 34,34 0,20 
Gráfica 42 
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Tensión equivalente 
Pasamos a representar de forma análoga a las anteriores, la figura por contornos y la gráfica 
de la tensión equivalente. 
 




 Punto r [mm] eqv [MPa] eqv [MPa] Error [%] 
1 100 94,40 93,86 0,58 
2 110 70,93 70,59 0,47 
3 120 54,63 54,72 -0,16 
4 130 42,97 42,70 0,62 
5 140 34,40 34,14 0,76 
Gráfica 43 
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Simulación de la deformación unitaria tangencial y deformación radial 
 
Prepararnos la gráfica de la deformación unitaria tangencial: 
 
 








El error entre los valores calculados y los simulados son tan pequeños que a la práctica serían 
difíciles de detectar físicamente.   
  
Fórmula Gráfica 
  Punto r [mm]     r [mm]  Error [%] 
1 100 2,364E-04 2,361E-04 0,0236 0,14 
2 110 1,869E-04 1,870E-04 0,0206 -0,06 
3 120 1,525E-04 1,529E-04 0,0183 -0,26 
4 130 1,278E-04 1,274E-04 0,0166 0,37 
5 140 1,098E-04 1,096E-04 0,0153 0,00 
Gráfica 44 
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SIMULACIÓN PLÁSTICA 
Estudio del caso mediante Ansys Multiphisics  
Con la simulación plástica, nos proponemos avanzar un paso más y simular el comportamiento 
no lineal del material cuando sobrepasa la zona elástica.  
Vamos a seguir con el caso anterior de la esfera y mantendremos el mismo tipo de elemento  
(PLANE 183), ya que este admite la simulación plástica. A parte definiremos el material como 
no lineal en el apartado de materiales de la siguiente manera: 
STRUCTURAL/NONLINEAL/INELASIC/RATE INDEPENDENT\KINEMATIC HARDENING PLASTICITY\ 
MISES PLASTICITY\ BILINEAR 
 
Si es la primera vez que definimos el material, se nos preguntará por el módulo de Young y el 
coeficiente de Poisson, como en los casos anteriores. Seguidamente, nos aparecerá un cuadro 
emergente (Figura 95) en el que acabaremos de introducir las propiedades para el apartado no 
lineal como sigue: 
Ex = 2.1 ·105 MPa Yield STSS = 275 MPa  
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El parámetro, “Yield stress”, nos define el límite elástico a partir del cual el material sufrirá 
daños irreversibles.  
La mayoría de los aceros estructurales están recogidos por la “European Standar EN 10025”. 
Unos valores típicos son los de los aceros estructurales S275J2 o S355K2W. En la descripción, la 
S significa “Structural” y 275 es el valor del límite elástico en Newtons por milímetro cuadrado, 
o lo que es lo mismo en MPa. Los valores más utilizados son 195, 235, 275, 355, 420 y 460, 
aunque algunos se utilizan más que otros, nosotros hemos optado por el 275. A parte de estos, 
también podemos encontrar valores para aceros tratados térmicamente como son 500, 550, 
620, 690, 890 y 960 (Referencia (http://en.wikipedia.org/wiki/Structural_steel)). 
“Tangential Modulus’’ es la inclinación de la pendiente de la zona plástica. A partir del límite 
elástico y su valor es variable, limitándonos a valores establecidos según datos empíricos. Por 
debajo de este, equivale al módulo de Young. Nosotros lo hemos definido para que 
prácticamente sea una recta horizontal.  
En la siguiente figura vemos dónde se situarían estos parámetros en una gráfica parecida a la 
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Si en diálogo de la Figura 95 pulsamos el botón “Graph” veremos la representación de nuestra 
gráfica y comprobamos que se parecen bastante: 
 
Para hacer el análisis, vamos a ir incrementando la presión interna de menor a mayor para ver 
lo que sucede. 
Gráfica 46 
Gráfica 45 
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Presión interna de 40 MPa 
Primero, comenzamos el proceso visualizando la gráfica de tensión- deformación y ejecutamos 





Después hacemos un cálculo para saber a qué presión interna comienza a plastificar la esfera. 
Como eso pasará cuando la tensión de Von Mises sea de 275 MPa y esta es decreciente de 
dentro a fuera, lo calcularemos para r=ri. 
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 1403 + 2 · 1003 
(1403 − 1003 )
= 1.36 ·𝑃𝑖 ecuación 45 
  
 
Para la esfera, la tensión de Von Mises viene dada por la siguiente expresión:  
𝑒𝑞𝑣 =  
1
2
   − 𝑟 
2 +  𝑟 −  
2  
Como en nuestro caso las tensiones radiales y tangenciales tienen diferente signo, la expresión 
anterior nos quedará: 
 𝑒𝑞𝑣 =  − 𝑟 (recordemos que la tensión 
radial es negativa) 
 
 Entonces, como en nuestro caso eqv=275 MPa, 
275 = 1.36 ·𝑃𝑖 −  −𝑃𝑖 = 2.36 · 𝑃𝑖                𝑃𝑖 =
275
2.36
= 116.5 𝑀𝑃𝑎 ecuación 46 
 
Con una presión interior, P i=116.5 MPa la esfera comienza a plastificar internamente. Valores 
de presión superiores deben plastificar zonas cada vez mayores de la esfera, siempre desde el 
interior hacia fuera.  
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Presión interna de 116.5 MPa 
A partir de aquí volvemos a hacer la simulación con P i = 116,5 MPa. 
 
Verificamos que con este valor de presión y r= ro = 100 mm, alcanzamos el valor de tensión 
previsto. Esto lo vemos, fijándonos en la siguiente gráfica en la que representamos la tensión 
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Los siguientes valores que hemos preparado son P i = 150 MPa, Pi = 175 MPa, Pi = 182 MPa y Pi 
= 185 MPa. Observamos que para este último valor, casi toda la esfera ha alcanzado los 275 
MPa de tensión equivalente. 
Dentro, para cada valor de presión anterior, de la zona plastificada hemos verificado que se 
cumple el criterio de Von Mises, Siendo la suma en valor absoluto de la tensión radial y 
tangencial igual al límite elástico. 
 
El procedimiento utilizado para ir variando la presión ha sido accediendo cada vez a “Solution” 
y modificándola manualmente, borrándola y volviéndola a definir de la siguiente manera: 
1. Establecemos una presión como hemos hecho anteriormente y solucionamos: 
Solution/Define loads/Apply/Structural/Presure/On Lines 
2. Vemos la figura en 3D utilizaremos el procedimiento anterior de axisimetria: 
PlotCntrls/Style/Symmetry Expansion/2D Axi-Symmetric/ ½ Expansion 
3. Realizamos las gráficas y representaciones que correspondan. 
 
4. Quitamos la figura en 3D : 
PlotCntrls/Style/Symmetry Expansion/2D Axi-Symmetric/ No Expansion 
5. Volvemos a “Solution” y quitamos la presión con 
Solution/Define loads/Delete/Structural/Presure/On Lines 
 Y seleccionando la línea interior del cilindro.  
6. Volvemos al paso 1 aplicando el siguiente valor de presión interior. 
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Presión interna de 150 MPa 
Tensión radial  
De manera analítica, escogemos de la Gráfica 50 (tensión equivalente) un punto que se sitúe 
en un valor de tensión equivalente máximo y lo analizamos para la tensión radial: 
 
𝑟 = −119.25 + 
5
9
·  −104.34 + 119.25 = −110.96 𝑀𝑃𝑎 
Tensión tangencial 
 
De la misma forma, para la tensión tangencial,  = 165.1 𝑀𝑃𝑎 
Gráfica 49 
Gráfica 48 
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Tensión equivalente 
La tensión equivalente será:  
 
Operando con el valor de la tensión radial y tangencial en ese punto, 
 𝑒𝑞𝑣 = 110.96 + 165.1 = 276.06 𝑀𝑃𝑎  
 
 
En la siguiente figura vemos cómo la franja de más tensión (zona de color rojo) se va 
haciendo cada vez mayor. 
Figura 98 
Gráfica 50 
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Presión interna de 175 MPa 
Tensión radial 
 
Para la tensión radial, de una manera analítica y escogiendo un punto, tendríamos: 
𝑟 = −69.62 +  
5
9
·  −52.22 + 69.62 = −59.95 𝑀𝑃𝑎 
Tensión tangencial 
 
Para la tensión tangencial,  = 218.30 𝑀𝑃𝑎 
Gráfica 52 
Gráfica 51 
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Tensión equivalente 
 De manera que la tensión equivalente será: 
 
 𝑒𝑞𝑣 = 59.95 + 218.30 = 278.25 𝑀𝑃𝑎  
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Presión interna de 182 MPa 
Tensión radial 
 
Para la tensión radial, de una manera analítica y escogiendo un punto, tendríamos: 
𝑟 = −72.43 +  
5
9
·  −54.32 + 72.43 = −62.37 𝑀𝑃𝑎 
Tensión tangencial 
 
Para la tensión tangencial,  = 212.87 𝑀𝑃𝑎 
Gráfica 54 
Gráfica 55 
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Tensión equivalente 
 De manera que la tensión equivalente será: 
 
 𝑒𝑞𝑣 = 62.37 + 212.87 = 275.24 𝑀𝑃𝑎  
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Presión interna de 185 MPa 
Tensión radial 
 
Para la tensión radial, de una manera analítica y escogiendo un punto, tendríamos: 
𝑟 = −36.82 + 
2.5
9
·  −18.41 + 36.82 = −41.93 𝑀𝑃𝑎 
Tensión tangencial 
 
 = 232.67 + 
2.5
9
·  250.38 − 232.67 = 237.58 𝑀𝑃𝑎 
Gráfica 58 
Gráfica 57 
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 𝑒𝑞𝑣 = 41.93 + 237.58 = 279.51 𝑀𝑃𝑎  
 
 
En este caso, casi toda la franja es de color rojo, por lo que parece que hemos llegado al 
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Presión interna de 185.1 MPa 
 
Para el valor de 185,1 MPa, nos aparece el siguiente error:  
 
 
Esto nos indica que el valor de tensión ha sobrepasado el valor límite especificado y que el 
análisis se para. Así pues determinamos que 185 MPa es el valor de presión interna máximo 
que puede contener el tanque esférico, para que ninguna de sus tensiones sobrepase 275 
MPa. 
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Comprobación del caso con Workbench 
Simulación de la plasticidad para 40 MPa 
Dibujamos la figura por contornos y la gráfica, y comprobamos que la tensión equivalente es la 
misma que teníamos en el caso de la esfera. 
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Simulación de la plasticidad para 116.5 MPa 
Simulación de la tensión equivalente 
Representamos la figura de contornos y la gráfica de la tensión equivalente. 
 
Para 116,5 MPa tendríamos que haber llegado a la tensión equivalente máxima de 275 MPa, 







= 1.3600917 · 𝑃𝑖        𝑃𝑖 =
275
2.36
= 116.52089 𝑀𝑃𝑎 
Un poco más de los 116.5 MPa que hemos calculado. 
  
Gráfica 61 
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Simulación de la plasticidad para 150 MPa 
Simulación de la tensión equivalente 
Los resultados de la simulación son los siguientes: 
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Simulación de la tensión radial 
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En las gráficas de Multiphisics, buscábamos dos puntos y calculábamos la equivalente. Ahora 
tenemos las tablas proporcionadas por Workbench. Las hemos juntado y calculado todos los 
puntos. 
Hasta el punto 10, la tensión equivalente, se mantiene casi constante con un máximo de 





n r [mm] r [MPa]  [MPa] eqv [MPa] 
 
n r [mm] r [MPa]  [MPa] eqv [MPa] 
1 100,00 -138,00 135,65 273,65 
 
25 120,00 -55,43 166,11 221,54 
2 100,83 -134,92 139,16 274,08 
 
26 120,83 -52,14 164,43 216,57 
3 101,67 -131,63 142,68 274,31 
 
27 121,67 -48,72 162,64 211,36 
4 102,50 -128,29 146,20 274,49 
 
28 122,50 -45,30 160,84 206,14 
5 103,33 -124,94 149,72 274,66 
 
29 123,33 -41,81 159,02 200,83 
6 104,17 -121,52 153,20 274,72 
 
30 124,17 -39,46 157,80 197,26 
7 105,00 -118,04 156,65 274,69 
 
31 125,00 -37,08 156,62 193,70 
8 105,83 -114,56 160,09 274,65 
 
32 125,83 -34,68 155,47 190,15 
9 106,67 -111,09 163,54 274,63 
 
33 126,67 -32,19 154,23 186,42 
10 107,50 -107,61 166,98 274,59 
 
34 127,50 -29,67 152,97 182,64 
11 108,33 -104,13 169,83 273,96 
 
35 128,33 -27,14 151,71 178,85 
12 109,17 -100,67 170,33 271,00 
 
36 129,17 -24,62 150,46 175,08 
13 110,00 -97,20 170,84 268,04 
 
37 130,00 -22,10 149,20 171,30 
14 110,83 -93,73 171,34 265,07 
 
38 130,83 -20,05 148,16 168,21 
15 111,67 -90,26 171,85 262,11 
 
39 131,67 -18,20 147,21 165,41 
16 112,50 -86,72 172,48 259,20 
 
40 132,50 -16,34 146,25 162,59 
17 113,33 -83,17 173,11 256,28 
 
41 133,33 -14,49 145,30 159,79 
18 114,17 -79,63 173,74 253,37 
 
42 134,17 -12,63 144,35 156,98 
19 115,00 -76,08 174,39 250,47 
 
43 135,00 -10,77 143,39 154,16 
20 115,83 -72,14 174,18 246,32 
 
44 135,83 -8,92 142,44 151,36 
21 116,67 -68,68 172,86 241,54 
 
45 136,67 -7,06 141,49 148,55 
22 117,50 -65,35 171,19 236,54 
 
46 137,50 -5,19 140,53 145,72 
23 118,33 -62,02 169,51 231,53 
 
47 138,33 -3,34 139,64 142,98 
24 119,17 -58,73 167,80 226,53 
 
48 139,17 -1,41 138,67 140,08 
25 120,00 -55,43 166,11 221,54 
 
49 140,00 0,51 137,71 137,20 
PROYECTO FINAL DE CARRERA 
Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingeniería 
 
 - 147 -  Fco. Javier Martínez Alsina 
 
Simulación de la plasticidad para 175 MPa 
Simulación de la tensión equivalente 
Vamos a hacer lo mismo que en le plasticidad de 150 MPa.  
 
 
Visualmente, vemos que la tensión equivalente máxima se mantiene durante más espesor en 
el máximo, partiendo desde el interior. La tensión radial de la Gráfica 66, vemos que es 
uniforme, pero si nos fijamos en la Gráfica 67 de la tensión tangencial, vemos que el máximo 
se centra en medio del espesor hacia las paredes. 
 
Gráfica 65 
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Simulación de la tensión radial 
 
Simulación de la tensión tangencial 
 
Gráfica 66  
Gráfica 67 
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 Ahora en vez de calcularlo, como vemos que no hay diferencia, exportamos directamente los 
datos de la tensión equivalente. 
La distancia que se mantiene en el valor medio máximo, se extiende hasta el punto 29, es 





n r [mm] eqv [MPa] 
 
n r [mm] eqv [MPa] 
1 100,00 273,58 
 
25 120,00 275,07 
2 100,83 273,96 
 
26 120,83 275,24 
3 101,67 273,96 
 
27 121,67 275,38 
4 102,50 273,90 
 
28 122,50 275,51 
5 103,33 273,84 
 
29 123,33 275,84 
6 104,17 273,72 
 
30 124,17 272,34 
7 105,00 273,55 
 
31 125,00 268,58 
8 105,83 273,38 
 
32 125,83 264,56 
9 106,67 273,22 
 
33 126,67 260,11 
10 107,50 273,05 
 
34 127,50 255,51 
11 108,33 272,96 
 
35 128,33 250,91 
12 109,17 273,17 
 
36 129,17 246,31 
13 110,00 273,38 
 
37 130,00 241,72 
14 110,83 273,59 
 
38 130,83 237,49 
15 111,67 273,79 
 
39 131,67 233,42 
16 112,50 273,92 
 
40 132,50 229,35 
17 113,33 274,04 
 
41 133,33 225,28 
18 114,17 274,17 
 
42 134,17 221,21 
19 115,00 274,30 
 
43 135,00 217,14 
20 115,83 274,26 
 
44 135,83 213,07 
21 116,67 274,39 
 
45 136,67 209,00 
22 117,50 274,57 
 
46 137,50 204,86 
23 118,33 274,74 
 
47 138,33 200,79 
24 119,17 274,91 
 
48 139,17 196,51 
25 120,00 275,07 
 
49 140,00 192,26 
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Simulación de la plasticidad para 184.5 MPa 
Simulación de la tensión equivalente 
 
 
La tensión equivalente máxima se extiende hasta los 130 mm hasta que decae hasta los 266.67 
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Simulación de la plasticidad para 185 MPa 
Simulación de la tensión equivalente 
 
 
La tensión equivalente alcanza su valor máximo uniforme por toda la sección a la presión de 
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Simulación de la tensión radial 
 
Simulación de la tensión tangencial 
 
La esfera alcanza una deformación de 0.06mm para el radio interior y de  0.12 mm para el 
radio exterior, antes de quedar totalmente plastificada  a la presión de 185 MPa.  
Gráfica 71 
Gráfica 70 
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Simulación de la plasticidad para 185.5 MPa 
Para el siguiente valor de presión, el programa indica que no puede llegar a hacer los cálculos y 
se detiene mostrando los siguientes errores: 
 
Así acaba la simulación de plasticidad, cuadrando los valores con los realizados mediante 
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Después de exponer, en la introducción, los conceptos esenciales utilizados a lo largo del 
proyecto, éste lo hemos dividido en tres partes diferentes. 
En la primera parte, se ha hecho el estudio de un cilindro en un estado plano de tensiones, 
tanto para el caso de pared gruesa como delgada y se ha simulado con los programas 
propuestos, obteniendo unos resultados satisfactorios. Posteriormente se ha se ha analizado, 
también en un estado plano de tensiones, el caso de cilindros con paredes coincidentes pero 
sin interferencia y con dos materiales distintos, obteniendo igualmente resultados dentro de lo 
esperado. 
La segunda parte del proyecto, se ha centrado en el estudio de las tres dimensiones, tanto 
para un cilindro como para una esfera y se han analizado y simulado ambos casos con una 
metodología similar a la realizada en la primera parte, obteniendo resultados por debajo del 1 
% de error. 
En la tercera parte, se ha calculado y simulado el efecto de un aumento de presión en el 
interior de una esfera, superando el límite elástico del material y entrando en zona plástica 
obteniendo resultados correctos. 
Con el estudio de estas tres partes se ha verificado que, utilizando los criterios adecuados, 
tanto los programas de simulación como los cálculos previos realizados son válidos. 
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Anexo 1: DEFINICIONES 
ANSYS  
Referencia de(ANSYS)  y (Grupo SSC) 
STRUCTURAL MECHANICS de ANSYS ofrece la posibilidad de simular todos los aspectos 
estructurales de un proyecto, incluyendo los análisis estáticos lineales que simplemente 
proporcionan tensiones o deformaciones, análisis modal que determina las características de 
vibración y otros comportamientos complejos. 
Otros módulos interesantes que posee este software son: 
ANSYS - AQWA es un conjunto de módulos que enfocan la gran mayoría de los requerimientos 
de análisis asociados con la valoración hidrodinámica de todos los tipos de estructuras marinas 
y de ultramar. 
ANSYS - ASAS es un sistema de elemento finito estructural con módulos integrados que enfoca 
las necesidades de los ingenieros marinos y de ultramar. Provee integración muy sencilla para 
desarrollar valoraciones estructurales de la mayoría de estructuras marinas y de ultramar. 
ANSYS ASAS provee la capacidad de hacer análisis de propósito general con opciones lineales y 
no lineales.  
ANSYS – ICEPAK es usado para administración de calor por ingenieros de diseño en la industria 
de electrónicos. Al predecir flujos de aire y transferencia de calor a nivel del componente, 
permite reducir la necesidad de prototipos físicos y reduce el tiempo de salida al mercado. 
ANSYS – BLADEMODELER Este software puede diseñar componentes de lámina radial, mixta y 
axial en aplicaciones tales como bombas, compresores, ventiladores, fuelle, turbinas, 
extensores, turbo-cargadores, inductores y otros.  
ANSYS – AIRPAK es el software de prototipos virtuales que le permite modelar de forma fácil y 
exacta los flujos de aire, transferencias de calor, transporte de contaminantes, etc... 
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